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Chapitre 1
Logique

1.1. Traduisez chacune des affirmations suivantes par une formule logique en utilisant les lettres indiqués et les symboles
— (« implique »), V (« ou »), A (« et ») et, si nécessaire, le symbole — (« non »).
a. Un lapin blanc est toujours gentil. (B,G)
Réponse (exemple) : B — G (« étre un lapin blanc implique d’étre gentil »)
b. Les paresseux réussiront seulement si les examens sont simples. (R,S)
Réponse (exemple) : R — S est une réponse correcte. Une autre réponse correcte est « =S — =R » mais attention !
La réponse S — R est fausse! Le mot « seulement » a ici son importance.
c. il pleut ou neige, le match sera annulé. (P,N,A)
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f. Pour que deux vecteurs soient orthogonaux, il faut et il suffit que leur produit scalaire soit nul. (O,N)

g. La fonction est continue si elle est dérivable. (C,D)
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i. La différentiabilité de f en po entraine la continuité de f en pg. (D,C)
0 0
j. Pour que f admette un extrémum en po, il faut que 8—f(po) = 8—f =0. (E,N)
Z Y
k. Pour qu’il y ait indépendance du chemin, il suffit que certaines conditions techniques soient satisfaites et que le
rotationnel soit nul. (I,T,N)
1. Une condition nécessaire pour qu’il y ait indépendance du chemin est que le champ de vecteurs dérive d’un potentiel
scalaire. (I,P)
m. Une condition suffisante pour qu’une matrice n X n soit diagonalisable est qu’elle admette n valeurs propres
distinctes. (D,V)

1.2. Une énorme quantité de marchandise avait été dérobée dans un magasin. Le voleur (ou les voleurs) s’était enfui en
voiture. Trois malfaiteurs notoires A, B, C furent convoqués & Scotland Yard pour y étre interrogés. On put établir les
faits suivants de fagon certaine :

(1) Nul autre que A, B, C n’avait pu participer au cambriolage.

(2) C ne faisait jamais un coup sans la complicité de A.

(3) B ne savait pas conduire.
A était-il innocent ou coupable ?

1.3. Déterminez lesquelles des argumentations suivantes sont correctes.
a. Luc a regu une lettre. Si Luc est promu, il doit recevoir une lettre. Donc Luc a été promu.

b. Si le prix de I’essence augmente, le colit de la vie augmente. Lorsque le cott de la vie augmente, la popularité du
gouvernement baisse. Donc, si ’essence devient plus chére, le gouvernement perd en popularité.

c. Une augmentation du prix du pain ou du thé est prévue. Comme le pain colite plus cher, le prix du thé est
inchangé.

d. Lise vient de réussir l'interrogation de mathématiques. Lorsque Lise réussit un test, Jacques est heureux. Donc
Jacques est heureux.

e. Cédric se prend pour Napoléon. Seuls les fous se prennent pour Napoléon. Donc Cédric est fou.
Si un nombre est divisible par 4, il est pair. Comme le nombre donné n’est pas divisible par 4, il n’est pas pair.

g. Siun nombre est divisible par 4, il est pair. Comme le nombre donné n’est pas pair, il n’est pas divisible par 4.

1.4. Traduisez en formules mathématiques les affirmations suivantes.
a. L’addition de nombres entiers est commutative.

b. Tout nombre réel strictement supérieur a 1 est inférieur & son carré.
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c. La soustraction de nombres réels n’est pas commutative.

d. L’addition membre & membre de deux inégalités de méme sens fournit encore une inégalité de méme sens.

1.5. Parmi les énoncés ci-dessous, lesquels sont équivalents au premier ?
Sia = b, alors N > 0.
Si N <0, alors a = b.
Si N > 0, alors a = b.
Sia # b, alors N < 0.
Si N <0, alors a # b.

N > 0 est une condition nécessaire pour que a et b soient égaux.

o P

/o

a = b est une condition nécessaire pour que N soit strictement supérieur a 0.

R0

a = b est une condition suffisante pour que N soit strictement supérieur a 0.

i

j.- Pour que N soit strictement supérieur & 0, il faut que a ne soit pas différent de b.

Pour que N soit strictement supérieur a 0, il faut que a et b soient égaux.
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1.9. Démontrez par récurrence (pour n un nombre naturel) :
a. 12422 4...4n2 = %

2/, 2
b. 13423 4...4n3 = 2 (n4+1)
124234 4n(n+1) = Hothnd2)

1 1 1 _ 1
d. 12 ﬁ+..'+n(n+1) 71_n+1

1.13. Lesquelles des argumentations suivantes sont correctes ?

a. La plupart des étudiants pratiquent un sport. Fabrice, qui est étudiant, pratique donc un sport.
b. Tout étudiant a le droit de vote. Héléne, qui a pris part au vote, est donc une étudiante.

c. Tous les rubis sont rouges, et toutes les émeraudes vertes. Une pierre précieuse bleue est donc soit un rubis, soit
une émeraude.

d. Aucun astrologue n’est homme de science. Donc aucun homme de science n’est astrologue.
e. Tout astrologue est un charlatan. Donc tout charlatan est astrologue.
Tous les schtroumpfs déja rencontrés sont bleus ou noirs. Il n’y a donc pas de schtroumpf rouge.

1.14. Pour un certain cours, un étudiant réussit si et seulement s’il obtient au moins 10 a ’examen écrit. Lesquelles des
affirmations suivantes sont correctes ?

a. Une condition nécessaire pour réussir est d’obtenir au moins 10.
Une condition suffisante pour réussir est d’obtenir au moins 10.
Une condition nécessaire et suffisante pour réussir est d’obtenir au moins 10.

Si un étudiant obtient au moins 10, il réussit.

o &0 T

Si un étudiant obtient moins de 10, il échoue.

1.15. Exprimez par une formule logique les assertions suivantes :
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a. Aucun voleur n’est admiré.
b. Ce ne sont pas tous les voleurs qui sont admirés.
c. Aucune personne n’est admirée si elle est un voleur.
d. Un voleur n’attire aucune admiration.
Certaines de ces assertions sont-elles logiquement équivalentes ?

1.16. En utilisant les abréviations
N pour I'ensemble des nombres naturels,
P(z) pour « x est pair »,
I(z) pour « x est premier »,
traduisez en formules logiques les assertions suivantes :

a. il existe un nombre naturel pair;

b. il existe un nombre naturel pair et premier;

c. il est faux que tout nombre naturel pair est premier,
d

il existe un seul nombre naturel & la fois pair et premier.
1.17. Considérons 'assertion

Tous les gaz ont un comportement de gaz parfait lorsque leur température absolue excéde la constante
universelle C'.

Déterminez, parmi les phrases suivantes, la négation de cette assertion.

e Il existe un gaz dont le comportement n’est pas celui d’'un gaz parfait lorsque sa température n’excede pas C.

¢ Il existe un gaz dont le comportement n’est pas celui d’un gaz parfait lorsque sa température excede C'.

e Tous les gaz ont un comportement qui n’est pas celui d’un gaz parfait lorsque leur température n’excede pas C.

e Tous les gaz ont un comportement qui n’est pas celui d’un gaz parfait lorsque leur température excede C.
1.18. Pour C et n fixés, considérons I'assertion suivante :

Tous les algorithmes de tri requiérent au moins C' comparaisons pour trier n clés dans le pire des cas.

Quelle est la négation de cette assertion ?

o 1l existe un algorithme de tri qui trie toujours n clés en faisant au plus C — 1 comparaisons.

¢ Il existe un algorithme de tri qui trie toujours n clés en faisant au moins C comparaisons dans le pire des cas.

e Tous les algorithmes de tri requierent toujours au plus C' — 1 comparaisons pour trier n clés.

e Tous les algorithmes de tri requiérent toujours au moins C' comparaisons pour trier n clés.
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1.26. S’il est vrai que « Certains x ne sont pas des y » et que « Tous les z sont des y », il résulte que
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¢ Certains = ne sont pas des z
e Certains z sont des z
¢ Certains z ne sont pas des x
e Aucun z n'est un x
Pour chacune de ces affirmations, indiquez si elle est vraie ou fausse.
1.27. Laquelle des quatre propositions ci-dessous est la négation de « Tous les guichets sont ouverts tous les jours » 7
e Il y a un jour ou tous les guichets sont fermés
e Il y a au moins un guichet qui est fermé au moins un jour
o Tous les guichets sont fermés tous les jours

o Chaque guichet est fermé au moins un jour

1.28. Quelle est la négation de I'affirmation « Tous les guichets sont ouverts tous les jours de la semaine » ?

e Aucun guichet n’est ouvert tous les jours de la semaine
¢ Un seul guichet est ouvert au moins un jour de la semaine
¢ Un guichet au moins est fermé tous les jours de la semaine
e Un seul guichet est ouvert tous les jours de la semaine

e Un guichet au moins est fermé au moins un jour de la semaine

1.29. Chacun des cartons représentés ci-dessous porte sur une face une lettre et sur 'autre un nombre.

[6]

Pour vérifier si la phrase suivante est vraie : « Si un carton porte une voyelle sur une face, alors il porte un nombre pair
sur autre »,

o il faut retourner tous les cartons;
o il suffit de retourner A et M ;
o il suffit de retourner A et 3;
« il suffit de retourner A et 6.
1.30. A, B,C sont des personnes apparentées. Le pére de A figure parmi elles, de méme qu’une fille de B et le jumeau

de C. Sachant que C et son jumeau sont de sexes différents et que C n’est pas enfant de B, quelle est la personne dont le
sexe differe des deux autres ?

« A
« B
« C

e le probléme posé n’admet pas de solution
1.31. La négation de Ve >0, AN, Vn > N : |f(n)| <e est
o Ve>0, AN tel que Vn > N : |f(n)| <€
o Je>0,tel que VN,3In > N : [f(n)| > €
e Ve>0,3N tel que Vn > N : |f(n)| > €
e IN telque Ve >0,3In> N :|f(n)| > ¢

1.32. Quatre individus, dont 'un a commis un vol, sont arrétés par la police et font les déclarations suivantes :
¢ Alain : « Bernard est coupable »
e Bernard : « Daniel est coupable »
o Charles : « Je ne suis pas coupable »
e Daniel : « Bernard ment lorsqu’il dit que je suis coupable »

Sachant qu’une seule de ces déclarations est vraie, qui est coupable du vol ?

e Alain

e Bernard
o Charles
e Daniel

1.33. En admettant qu’une forét posséde un million d’arbres feuillus et qu’un arbre feuillu posséde un nombre de feuilles
compris entre 0 et 200.000, lesquelles des affirmations suivantes sont certainement vraies ?

¢ Deux arbres de cette forét ne peuvent jamais posséder le méme nombre de feuilles.
e La forét comprend un arbre ayant une seule feuille.
o La forét comprend au moins deux arbres ayant le méme nombre de feuilles.

o La forét comprend des arbres non feuillus.



CHAPITRE 1. LOGIQUE 7

1.34. Vous voila capturé par des anthropophages! Leur chef vous déclare : « Tu as le droit de dire une seule phrase. Si
tu as menti, tu seras bouilli. Si tu n’as pas menti, tu seras réti ». Quelles sont, parmi les phrases suivantes celles qui vous
permettront de n’étre ni bouilli ni réti?

1.35.
que

1.36.

1.37.

Je serai bouilli
Je ne serai pas bouilli
Je serai roti

Je ne serai pas roti

Sachant que tous les bacilles sont des microbes et que certains bacilles sont pathogenes, vous pouvez en déduire

tous les microbes sont pathogénes

aucun microbe n’est pathogéne

certains bacilles pathogenes ne sont pas des microbes
certains microbes sont pathogeénes

aucun microbe pathogeéne n’est un bacille

Quelle est la négation de la proposition suivante : « Toutes les Suédoises sont blondes et ont des yeux bleus » 7
Il existe une Suédoise qui n’est pas blonde et n’a pas les yeux bleus;

Il existe une Suédoise qui n’est pas blonde ou n’a pas les yeux bleus;

Aucune Suédoise n’est blonde et n’a les yeux bleus;

Aucune Suédoise n’est blonde ou n’a les yeux bleus;

Certaines Suédoises ne sont pas blondes et n’ont pas les yeux bleus.

L’affirmation « s’il pleut, alors je reste a la maison » est vraie. Parmi les propositions suivantes, laquelle est en

contradiction avec cette affirmation ?

« 11 pleut et je reste a la maison »

« Il ne pleut pas et je reste a la maison »
« 11 pleut et je sors »

« Il ne pleut pas et je sors »

Aucune de ces propositions.

1.38. Dans un questionnaire & choix multiple, chaque question est proposée avec 5 réponses A, B, C, D, E dont une seule
est correcte. Pour I'une des questions, un candidat a remarqué que C implique B (c’est-a-dire que si la réponse C est vraie,
B l’est aussi). Il peut en déduire :

1.39.

fausse,

1.40.

que la réponse B est incorrecte;

que la réponse C est incorrecte;

que les réponses B et C sont incorrectes ;

que la bonne réponse est soit B, soit C;

aucune des affirmations ci-dessus.

« Dans toutes les prisons, il y a un détenu qui n’aime aucun gardien ». Si on suppose que cette affirmation est
cela signifie que

Dans toutes les prisons, il y a un détenu qui aime tous les gardiens

Il existe une prison dans laquelle tous les détenus aiment tous les gardiens
Il existe une prison dans laquelle aucun détenu n’aime tous les gardiens
Dans toutes les prisons, aucun détenu n’aime tous les gardiens

11 existe une prison dans laquelle chaque détenu aime au moins un gardien

En Italie, au XVIéme siecle, il n’y avait que deux familles de fabricants de coffrets : Bellini et ses fils d’une part,

Cellini et ses fils d’autre part. Chaque fois que Bellini ou un de ses fils avaient terminé un coffret, ils y gravaient une
inscription vraie. Cellini et ses fils, eux, gravaient sur leurs coffrets une inscription fausse. Un coffret porte 'inscription :
« Ce coffret n’a pas été fait par un fils de Bellini ». Qui a fabriqué ce coffret ?

1.41.

Bellini
Cellini
un fils de Bellini
un fils de Cellini

Les données ne sont pas suffisantes pour répondre & la question

« Louise posseéde au moins 100 livres », dit Charles-Edouard.
« Non », dit Tristan, « elle en possede moins de 100 ».

« En tout cas, elle posséde au moins un livre », dit Gueniévre.
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Combien de livres Louise possede-t-elle, sachant qu’une seule des trois affirmations ci-dessus est vraie ?

1.42. Les affirmations suivantes portent sur un nombre naturel n. Laquelle est fausse ?
o sin? est pair, alors n est pair
o sin? est impair, alors n est impair
o sin? est multiple de 3, alors n est multiple de 3
o sin? est un multiple de 3 plus 1, alors n est un multiple de 3 plus 1
o sin? est un multiple de 5 plus 1, alors n est un multiple de 5 plus 1 ou un multiple de 5 plus 4
1.43. Quelle est la négation de « Tous les éléves de la classe participent aux Olympiades mathématiques » 7
e Aucun éléve de la classe ne participe aux olympiades mathématiques
o Un seul éléeve de la classe participe aux olympiades mathématiques
o Tous les éléves de la classe sauf un participent aux olympiades mathématiques
o Un éleve de la classe au moins ne participe pas aux olympiades mathématiques
e Un éleve de la classe au moins participe aux olympiades mathématiques
1.44. Voici cinq propositions concernant des nombres réels x et y
1) 0<=z
2)
3) 0<y
4) y<8
5 2® <y

Alors, pour tous z,y on a :

1.45.

(1, 2) impliquent (3,4)

(1,2,4) impliquent (3)

(4,5) impliquent (1)

(4,5) impliquent (2)

(4,5) impliquent (3)

Voici cing propositions. Laquelle n’est logiquement équivalente a aucune des quatre autres ?
Si tu triches, j’abandonne le jeu.

Tu triches et je n’abandonne pas le jeu.

Si tu ne joues pas honnétement, j’abandonne le jeu.

Tu ne triches pas ou j’abandonne le jeu.

Si je continue & jouer, alors tu ne triches pas.



Chapitre 2

Nombres
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2.2. Trouver les valeurs réelles x telles que
1
a. — =3
T
b. —1=-2z+3
xz? — 3z
c. =
T+ 2
d ! =0
z2
e. 23 —5z% = —6x
i e——
g. |x2+4x+3\ =1
z—1 ‘ _
5z +2|
2.3. Trouver les valeurs réelles x telles que
1 3 2
a. — <3 e. x° —b5zx° < —6x
z
b. —1<—-2x4+3<2 i———————
2 _
c. Q>0 g. ’x2+4x+3‘21
T+ 2
1 z—1 ‘
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2.7. Ci-dessous, on suppose n € N et a €;RT \ {0}.

Effectuer les opérations suivantes et exprimer le résultat sous la forme (exacte) la plus simple possible sans calculatrice.
Par exemple pour v/4 la réponse est v/2, tandis que pour v/16 la réponse est 2. Donner la réponse sous forme de fraction
plutot que sous forme décimale.

a io.. d. (Ls)‘i ho (2%)°
b 2 e. V=125 i 202

L D) @) - ) j 2
e (3)°° g (22)° K (an)

2.8. Ci-dessous, on suppose n € N et a €;RT \ {0}.
Simplifier

Y6446
Ya- Vab Gda

2.9. Exprimer 16™ comme puissance de 2.
2.10. Effectuer (22)3; (23)2; 22%); 26, (an)n.
2.11. Que valent

10 n2
a) Z 2 7 b) Z 20 7
i=5 i=nq

2.12. Calculer (2001)

1999
2.13. Prouver

2.14. Ecrire les 5 premiéres lignes du triangle de Pascal.

2.15. Pour les quelques premieres lignes du triangle de Pascal, calculer la somme des nombres apparaissant sur la ligne.
Former une conjecture en fonction du numéro de ligne n. Prouver/justifier en faisant appel aux notions vues en cours.

2.16. Développer (1 —1)™ et en déduire une propriété des coefficients binomiaux.
Oviiiie——————
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2.19. Soit les fonctions
e [0,1] 5 R: 2z — 5z;
e R—>R:xz—2%;
e R—=Z:z— [x];
e R=>Z:z— |z;
o Z—R:iz—|z];
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e R>R:z—sinx;

e R=RYt:z2—|z|;

e R* 5Q:z— z ;

||

e Rt =Rt :2— z;

e RoR:z— 3.
Déterminer celles qui sont injectives, surjectives, bijectives. Donner la fonction inverse de chacune des fonctions bijectives.
2.20. Tracer le graphe de

e R->R:z— [z];

e R R:z—|z|;

. R—)R:x—)i.
||

2.21. Soit les fonctions de R dans R définies ci-dessous

fiz—x2+1 i:x — sinx
gz — a3 —x jrx —e”
h:x —2x

Calculer go f, fog, f2, h*, i0j, joi. Vérifier fo(goh) = (fog)oh. Quevaut (fojohoiog)(x)?

" o PR 2 o PE—
- -  — A —— ,
—— S— N— ’ 1 p/ I I - ) O — E— — —
el Z 7 Z —1 7 —1 2 2 (ol
o oo oo P _ 2 7
— N——
par) I | L 2 " PR L
- -
TS VS TG TN IS L 2 L "
. -
= PR L EEER 2 " 7 " s P 2
™ ™ ™ ™
pal lan 1 L] 1 Inl L 2 L L 1
il
— " o

2.24. Soit 10 boules rouges "nivsssmmisi® ct 3 boules vertes amimsssminiy. De combien de manieéres
a. ces 13 boules peuvent-elles étre disposées en ligne ?
b. ces 13 boules peuvent-elles étre disposées en ligne, si seulement la couleur des boules a de 'importance ?
c. un choix de 3 boules rouges et 2 vertes peut-il étre fait ?
Combien de ces 13 boules faut-il prendre au minimum pour en avoir certainement
d. 3 rouges?
e. 2 vertes?

f. deux de couleurs différentes ?

2.25. 17 taches doivent étre assignées a 5 processeurs. De combien de manieres est-ce possible

e en général?

¢ si chaque processeur traite au plus 3 taches?

¢ si chaque processeur traite au moins 1 tache?
2.26. Combien de vecteurs de 10 bits ont exactement six 1?7 (Un « vecteur de 10 bits » est un mot de longueur 10 dont
les lettres sont 0 ou 1)

2.27. Un télégraphe transmet deux types de signaux : un point et un trait. Quelle plus petite longueur faut-il prendre
pour des mots formés de tels signaux de sorte & pouvoir encoder
e les 26 lettres de 'alphabet ?

e les 256 caracteres ASCII?
2.28. Une adresse IPv4 est une séquence de 4 nombres naturels, chacun de 0 & 255. Evaluez sans calculatrice (via

Papproximation 1024 ~ 1000) le nombre total de ces adresses : est-il de 'ordre du million ? du milliard ? Vérifiez avec une
calculatrice.

2.29. Pour n fixé, quel est le plus grand coefficient binomial (Z) ? Ce plus grand coefficient est-il unique ?
2.30. Quel est le nombre de fagons de distribuer r boules identiques dans n boites numérotées de 1 a n 7
9 21 I,lﬁl\f\ 1 ﬁl ﬁl‘ | IM/ \ ] l”ﬂ 42 | | | R—— N | 1

o 2o o T . " L L]

_— —— _—

2 v

2.32. Le nombre de mots obtenus en réarrangeant les lettres du mot

TALLAHASSEE
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est-il plus grand que le nombre similaire en partant plutét du mot suivant ?

MISSISSIPI

12

2.37. Généralisez le théoréeme du bindme & un théoréme du trinéme, quadrindéme, etc. :

(a+b+c)" =2

(a+b+c+d)” ="

e e o P P O S s
LAl Lol L4 20 L 0
T T T T L
H H 11 [ nl A P 1 L PARFAPA P | I IR
il AR

2.39. Combien de permutations des six lettres ABCDEF contiennent le mot DEF
a. avec les lettres D, E/, F' consécutives 7

b. sans cette restriction ?

Sl P - . 22 - L " e 2 2 22
230 y T
M7
N7 ~ g " " 1o
’ )
5 L 214 .
i) G RS DY 1 PN NS 1 \ A ET HG NS RR ]
= s - -
a4 T . R 12 2 2 22 PN T B 1 b 12
—_— _ I —_— N _— ?
o 4o I IS b L RN o b I )
—_— i I
Lol NET) PR D D 1




Chapitre 3
Géométrie

3.1.  On donne les points a = (1,2), b = (4,4) et ¢ = (4,3) du plan. Déterminer

- =
a. les composantes des vecteurs ab et ba ;

b. les coordonnées du milieu du segment ab;

c. les coordonnées du centre de gravité du triangle abc. e ——t——————————————————
(s

3.2. Soit g le centre de gravité du triangle abc; calculer la somme vectorielle

- = =
ga + gb+ gc.

3.3.  On donne les points a = (1,7) et b = (6, —3).

- 2=
a. Déterminer les coordonnées du point c situé sur la droite ab et tel que ac = ng'

. . - 3=
b. Méme question avec a = (1,—8), b= (8,—1) et ac = Zcb.

3.4. La longueur d’un vecteur % du plan euclidien est 13, son origine est le point a = (—2,3), la projection de son
extrémité sur l'axe oy est le point (0,8). Déterminer les coordonnées de b et les composantes de ce vecteur.

3.5. Dans le plan, donner ’équation des droites suivantes :

a. laxe ox;

b. Taxe oy;

c. la droite qui passe par les points (0,0) et (1,1);

d. la droite qui passe par les points (1,0) et (0,2);

e. la droite qui passe par les points (1,4) et (—1,2);
f. la droite paralléle & ’axe ox qui passe par (2, —4);

la droite parallele & la droite d’équation = + 3y = —4 qui passe par le point (1,2).
3.6. Quelle est ’équation de la droite du plan qui passe par (2, —3) et qui est paralléle & la droite passant par (4,1) et
(—-2,2)7
3.7.  Trouver I’équation de la droite passant par le point (2,1) et par le point d’intersection des droites d’équations

respectives
3r—2y+10=0 et 4x+3y—7=0.

3.8. Quelle est ’équation de la perpendiculaire & la droite d’équation 2z — 3y — 4 = 0, qui passe par le point (3,—2)?

3.9. Soit le point p = (3,5) du plan euclidien. Quelles sont les coordonnées des points symétriques de p par rapport

a. a lorigine;
b. alaxe ox;
c. alaxe oy;
d. au point (7,—2);

a la premiere bissectrice;

f. a la droite d’équation x + 2y = 3.

3.10. Déterminer la valeur du parameétre réel k pour que dans le plan coordonné

a. la droite d’équation 3kz + 5y + k = 0 passe par le point (—1,4);

13
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b. la droite d’équation 4x — ky — 7 = 0 ait une pente 3;

c. la droite d’équation kx — y = 3k — 6 coupe ’axe des x au point d’abscisse 5.

3.11. Considérons dans le plan coordonné le triangle formé par les droites d’équations respectives
r—y+2=0,

204+ 3y+9=0,
et
dr+y—T7=0.
a. Déterminer les coordonnées des sommets de ce triangle.
b. Déterminer les coordonnées des milieux de ses cotés.

c. Ecrire les équations de ses médianes.

3.12. Le point d’intersection g des médianes d’un triangle se trouve sur ’axe des abscisses. Deux des sommets coincident
avec les points a = (2, —3) et b = (=5, 1), le troisieme sommet étant sur I'axe des ordonnées. Trouver les coordonnées des
points c et g.(TvYAv : oNA %"a +?B +32 =T o ab,c SONT LES soMMETS Dlun TRIANGLE DE CENTR E DE CRAVITE o)
3.13. Démontrer que la droite d’équation 2z 4y + 3 = 0 coupe le segment limité par les points a = (—5,1) et b = (3, 7).
3.14. Dans le plan coordonné, quelle est I’équation de la droite parallele & la droite d’équation 2z + 3y — 5 = 0 et qui
passe par le point d’intersection des droites d’équations 2x — 5y +9=0et dx+7y—1=07

a 2= by 2 17 VLA L IO B B il -
T <

3.19. Déterminer le centre et le rayon du cercle d’équation

et ———
x? +B"—4x+63-3 =0.

2 22 2

3.21. Ecrire 'équation du cercle qui contient les points (1,1), (2,2) et (3,1).

3.22. Trouver les équations des droites tangentes au cercle d’équation z2 + y2 — 4z — 2y — 3 = 0 et paralléles & la droite
d’équation = +y = 0.

3.23. Dans R3, calculer
a. (1,2,3) x (—1,4,2)
b. ((1,2,3) x (—1,0, 2)) x (0,—6,1)
¢ (1,2,8) x ((=1,0,2) x (0,-6,1))

3.24. Dans lespace euclidien R3, on donne les vecteurs o1, 03,03 de composantes respectives (1,2,3), (0,3,—4) et

(2,2,—2). On demande
a. la longueur de 3 ;
b. T’angle entre 171) et @;

c. le produit vectoriel 1)3 X U3,
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3.25. Dans l'espace euclidien de dimension 3, calculer I’angle entre deux diagonales d’un cube.

3.26. Dans I’espace euclidien R3, trouver l’aire du triangle de sommets p = (1,3,2), ¢ = (2, —1,1), r = (—1,2,3).
T=Cxa=1b
=c

—
X a = C.

- = — o - = = —
3.27. Soit a, b, ¢ des vecteurs de 'espace euclidien E3 tels que a + b + ¢ = 0. Montrer que a X X

- - = - = = - = =
3.28. Montrer que 'ona a - (b x ¢)=(a X b)- ¢ pourtout a, b, ¢ € E>.
3.29. Dans 'espace euclidien R? le triangle de sommets a = (—1,4,—1), b = (5,8,5), ¢ = (11, —4,7) est-il rectangle ?
Calculer aire de ce triangle.

e

3.31. Dans R3, quelle est I’équation du plan
a. paralléle au plan oxy et coupant I’axe oz au point (0,0, —3);
b. paralléle au plan oyz et coupant l’axe ox au point (—4,0,0);
c. contenant l’axe oz et passant par le point (1,1,1);
d. passant par les points (1,0,0),(0,1,0) et (0,0,1);
e. passant par les points (2,0, 0), (0,6,0) et (0,0,5);
f. passant par les points (—3,0,0),(0,2,0) et (0,0,—1).
3.32. Dans R3, trouver I’équation du plan
a. contenant l'origine et parallele au plan d’équation 3z 4+ 7y — 62 +3 = 0;

b. contenant le point (—1,2,4) et parallele au plan d’équation 3z + Ty — 6z +3 = 0.
3.33. Quelle est I’équation du plan de R?

a. passant par a = (3,4, —5) et parallele aux vecteurs de composantes (3,1, —1) et (1,—2,1)7
passant par a = (2,—1,3) et b = (3,1,2) et paralléle au vecteur de composantes (3,—1,4)?
3.34. Dans R3, donner des équations paramétriques et cartésiennes
de l'axe ox;
de la droite paralleéle & I’axe oy qui passe par le point a = (2,—1,3);
de la droite qui passe par les points a = (0,1,1) et b = (2,3,0);

& o TP

de la droite paralléle a la droite d’équations

r+2y+2=0
T— y =1

qui passe par le point a = (1,2, 3);
e. de la droite paralléle au plan d’équation x + y — 2z = 3, contenue dans le plan d’équation 2z —y + z = 1 et qui
passe par le point e = (1,1, 0).

3.35. Quelle est I’équation du plan de R3 qui passe par le point a = (2, —2,1) et qui contient la droite D d’équations
paramétriques

r = 2t +1
y = =5t +2
z = 2t -3

3.36. Trouver des équations cartésiennes de la droite de R® passant par le point (—3,5,10) et parallele & la droite
d’équations
r —2y 43z -1 =0
{ 2 +y -z +1 =0

3.37. Pour quelle(s) valeur(s) de a les droites de R3

2 3 4

D1§x+2:—y z—1

et

sont-elles sécantes 7

3.38. Trouver ’équation du plan de R? passant par la droite d’équations

r 4y —z -1 =0
2 —y +z +3 =0

et parallele a la droite d’équations
br +2y —z =0
T +y +1 =0
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3.39. Dans R3, la droite d’équations

T = 1—4t
y= —2+3t
z = 4— t

est-elle paralléle au plan d’équation x + 2y +2z2 —6 =07
3.40. Pour quelle valeur de X la droite de R? d’équations

z—3 y+1 =z2-2

2 3 A
est-elle paralléle au plan d’équation 6z —y+3z—5=07
2 41 La niN 1 2 4o L 1 1 2L 1 3 L 1 A L2 M0a Y 111 1 102 L2
" " ", ", ", ", 1
o PPN
y
_ _ L _
— m———— -
(s} T
w
_ o _ PPN
A ) VARE ) K VAN AN 7 A AN
g _ " P
Commminn ~ e
P .
‘h r
. L N . P _
-1 e Y I —_— I 4 k)
d 1 1 1 s s L b] L - s ray 11 | 1 1 4 1) 1 s
Ce——

ra o
f=¢ 1 ’ L1 7 - 1) ] LA !
=] o — 1 p—
hmY PPN L P PN P PPN TN &) L 1 Hs (11 1\ L ) Lﬂh¢n
3.44. Ecrire I’équation du plan de R3
y—3 z—4

a. passant par (3, —2,4) et perpendiculaire & la droite d’équations z — 2 = 5 = 3

b. passant par (—1,2,—3) et perpendiculaire & la droite joignant les points (—3,2,4) et (5,4,1);
c. passant par (2,—3,4) et perpendiculaire & la droite joignant ce point au point (4,4, —1);
passant par les points (3,2,1),(1,3,2) et (1,—2,3).
3.45. Dans R3, trouver des équations cartésiennes de la perpendiculaire au plan 2z — y 4+ 2z + 3 = 0 qui passe par le
point a = (-2, —4, 3). Quelle est la distance de a & ce plan?
3.46. Quelle est I’équation du plan de R? qui passe par les points a = (1, —1,—2) et b = (3,1, 1) et qui est perpendiculaire
au plan d’équation z — 2y +32 —5=07

3.47. Trouver ’équation du plan de R? perpendiculaire & la droite d’équations

qui passe par le point (4,—2,1).
3.48. Dans I’espace euclidien R3, soit p le point de coordonnées (3, 5, 1). Déterminer les coordonnées des points symétriques
de p par rapport a

a. laxe or;

b. Taxe oz;

c. lorigine;

le point (—1,2,3);

e. la premiére bissectrice du plan Ozy;

(il )
IM
-#
mi——




CHAPITRE 3. GEOMETRIE 17

g. le plan Oyz;
le plan d’équation = +y — 2z = 2.

3.49. Trouver la (ou les) valeur(s) de k pour que le plan de R? d’équation z + ky — 2z — 9 = 0
passe par le point (5, —4,—6);
soit paralléle au plan 6x — 2y — 12z = 7;

soit perpendiculaire au plan 2x — 4y 4+ z = 3;

PRI T o0 0.

L o oo

e. fasse un angle de mesure w/3 avec le plan 2z — 2y + z = 0;

passe par le point d’intersection de la droite

rT=1y
D{ 2 —y+2=5
avec le plan d’équation = 4+ y = 2.

3.50. Dans l'espace euclidien R3, on donne les droites D1 et Dy d’équations

z z+5
Di=z—-3=-y—2=—, Dy=z+2=y—3=
2 2
et les plan « et 8 d’équations
a=2x—2y+2—-3=0, f=3rx—y+22—-1=0
, a) D1 et Do b) D et «; c) Dy et B;
On demande de calculer I’angle entre d) Dy ot a ¢) Da et B; f) a et B.
J.JL. TJAIlsS Rq7 CUTITITT UE/E Cl{uabluls T Ia ULUI& ui prall cd U TUUAUTUIT LT y T 5 qul CED PCIPUTIIUICUIAII T a Ia UTruivt
ki .
mp— e ————— S
PPN . PRV N N _ oo _
> > e y % -
lﬂ
-M
i———
ray 11 V| 1 L 1 L L 1 L I3 2
vkl . . s
2 = AmY 12 1o 1. o3 1 2 4o 1 1 1o 12 1 Sl IaY VRN = VA 54 Lo
< I = < .

3.54. Dans I’espace euclidien R? on donne le point a = (1,3, —4) et le plan d’équation 3z +y — 22z = 0.
a. Trouver des équations de la perpendiculaire abaissée de a sur a.
b. Quelles sont les coordonnées du point a’ symétrique de a par rapport a o ?

1 P N 1.

la distance de a a .

c. Calculer

3.55. Représenter les droites de R? d’équations

z—1=0 ot y—5=0
z+y—4=0 z+4=0

sur un dessin.

3.57. Dans R3, trouver ’angle entre les plans d’équations respectives 3x + 2y — 5z = 4 et 2z — 3y + 52 = 8.

3.58. Donner dans R? des équations de la projection orthogonale de la droite d’équations
=342\
y=-A
z=—4+43X
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sur le plan d’équation 2x — 3y 4+ z = 12.

3.59. Ecrire équation de la sphére de R3 centrée en (3,6,—4) et tangen‘te au plan 2z — 2y — z — 10 = 0.{tuvav t UnE sPRERE
nl»

DE CENTRE (a,b,c) ET DE RAVON 2 A POUR €QUATLON Lo+ (Y-b)* +(2-c)* o

18
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Chapitre 4

Fonctions

4.1. Déterminer le plus grand domaine de chacune des fonctions suivantes :

~1 ,
a) z— V1 —z2; b)x»—)xi+\‘g/21+1;
z2 — 546

Ve —1
C)]}HL' d)z—=V1+z—-2V5—1;

2 +1 )
1+vz2 -9’

g) T +— 2T+ /6 — h) z — zv8 — x2;
i)z Vz2 —1—V16 —x2; j) z+—44/|z|.

e) x f) z — Vsinz;

4.4. Parmi les fonctions suivantes, indiquer celles qui sont paires, impaires, périodiques. Pour les fonctions périodiques,
déterminer la période. Chacune des fonctions envoie z sur le y indiqué(ou encore : y = f(x)); A, B et X sont des constantes.

a) y =a?; b) y = 2%

c) y = |sinz|; d) y = sin |z|;

e) y = sec x; f) y = 23 cos x;

g) y = |a| +sin; h) y =sin(x + 7);

i) y = cosbzr + tg bx; j) y = Acos Az + Bsin Az;
k) y = sin? ; 1) y = sin 2?;

1 1
m) y:3cos§x+2sin5:p; n) y = sin 3z + 2sin 6z.

4.5. Soit la fonction
|| siz#0

flz) =
1 sixz=0
définie sur [—1,1).
a. Construire le graphe de la fonction g qui prolonge f et telle que le domaine de définition de g soit R et la période
de g soit 2.
b. Cette fonction g est-elle paire ou impaire 7

19



Chapitre 5

Trigonomeétrie

5.1. Quelle est la mesure en degrés d’un angle de % radians ? A quelle fraction d’un tour complet cet angle correspond-il 7

5.2. Soit ABC un triangle rectangle en A. On donne AB = 5cm, et B = Frad. Représenter la situation, et déterminer
les longueurs AC et BC.

5.3. Si ABC est rectangle en A, que AB vaut 5 unités, BC vaut 6 unités, que vaut AC' ? Quelle est la mesure de 'angle
C?

5.4. On donne un trapéze ABCD, ou AB est de longueur 3, AD est de longueur 5 et CD de longueur 6. Notons O
Pintersection entre les diagonales BD et AC. Sachant que les c6tés AB et AD d’une part, et AD et DC' d’autres part sont

perpendiculaires, quelle est la mesure de ’angle BOA?

5.5. Soit ABC un triangle; on donne BC = 25, AC = 36 et B = 72°.
¢ Déterminer le troisieme coté et les deux autres angles en degrés.
+ Déterminer la mesure de B en radians (sans calculatrice!)

5.6. Sur la figure, on donne les angles CAH = 42°, A = 105°, B = 36° et AB = 300m. On demande de déterminer la
longueur C'H sachant que 'angle dessiné en H est droit.

e} 2 1.1 1 lﬂ 4 illﬂ L PR PN PN N P

5.8. Deux édifices a toit plat sont distants de 60 m. Du toit du plus petit édifice, qui a 40 m de hauteur, ’angle d’élévation
de laréte du toit du plus grand édifice est de 40°. Calculer la hauteur du plus grand édifice.

20
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A
; l
! \
! \
1 L |
! \
v ! |
40 1 Y "R
[
* |
[
40 m | 1
[
[
‘ [
60 m
5.9. A Taide du cercle trigonométrique, déterminer les nombres suivants (valeur exacte) en utilisant les symétries
adéquates.
a. cos(%) d. sin(%) g. COS(ST”)
b. sin(%") e. cos(%’) h. cos(%)
c. cos(‘%’) f. Sin(_TM) i. sin(%’)

5.10. Déterminer les valeurs exactes des expressions suivantes : arccos(@)7 arcsin(@), arctan(1).
5.11. Simplifier ’expression cos(arcsin(z)).

5.12. Trouver les valeurs exactes possibles de cos 6 et tan # sachant que sinf = 1—76, puis reporter les arcs correspondants

sur un cercle.

dnbiesbasssslesissiasis Gl —— e ————
.~ "~ _ "~~~ J

5.14. Démontrer les relations suivantes : (TUYAy : UTILISER LA FORMULE cor* 0O+ ¥n 0=l Y eR)

I

sin?(a) — cos?(a) = sin%(a) — cos?(a)
=2sin%(a) — 1
1 1
cos2(a)  cos2(b)

tan?(a) — tan?(b)

sin®(0) — o5 (9) _ 1 29 cot?(6)

sin?(0) sin?(¢)
: s us
5.15. Soit z € [75, 5]‘
a. Sisinx = —%, que vaut la tangente de x 7
b. Sicosz = %, quelles sont les valeurs possibles de la tangente de « ?

3
5.16. Représenter les graphes des fonctions ! et f définies par I(t) = sin(2t + 7) et f(¢) = sin(2t) + 7.



Chapitre 6

Limites, asymptotes et continuité

6.1. Considérons la fonction f(z) = (2 — 1)/(x — 1) sur le domaine R\ {1}.
Deviner (par exemple avec une calculatrice) vers quoi tend, intuitivement, f(z) lorsque x s’approche de 1.
Afin de tenter de justifier, montrer que f(x) = x2 + = + 1 pour z différent de 1.

6.2. Considérons la fonction f(x) = sin(z)/x (sur le domaine Rp).

Deviner (par exemple avec une calculatrice) vers quoi tend, intuitivement, f(z) lorsque x s’approche de 0.

Afin de tenter de justifier cela : lorsque = est proche de 0 mais positif, justifier les inégalités sin(z) < z < tan(x) par
un dessin dans le cercle trigonométrique, et en déduire cos(xz) < f(z) < 1 pour tout = proche de 0 (positif et négatif).
6.3. Considérons la fonction g(z) = (1 — cos(z))/x (sur le domaine Ry).

Deviner (par exemple avec une calculatrice) vers quoi tend, intuitivement, g(z) lorsque = s’approche de 0.

Afin de tenter de justifier cela, montrer que g(z) = tan(z/2)f(x) et utiliser I'inégalité montrée a I’exercice 6.2.

6.4. Calculer les limites suivantes :

23 + 3z — 4
a) lim (3z2 +1 H b) lim ———;
) z%l( ) ) r—>—2 IQ +x—-1
21 3-8
¢) lim z ; d) lim < ;
z—1 x—1 z—2 x — 2
14m)2 -1 2 _ 2
e) lim %; f) lim M;
h—0 h u—ug U — UQ
. Vr+4-2 . V2x+1-3
g) im —;  h) lim ———.
z—0 T r—4 x—4

6.5. Calculer les limites & gauche et & droite en 0 de

a) 21’+|x‘; b) e*/%;

xT x

Uo) 2

- H‘: . o P o

7
6.7. Calculer pour x tendant vers 3 les limites & gauche et & droite de

|22 — 7|
2 —7

6.8. Calculer les limites & gauche et & droite en g de

1
2 4 2tgz’

22
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i —————————

-)—i——)—-é

6.10. Calculer les limites pour x — 400 et pour x — —oo des fonctions y = y(z) suivantes :

/22
a) y = 5% + 323 — 722 4 15; g)yzix +a:;
2¢+1
3v8x3 — 1
b) y = 22° + 32* — 622 + x; h)yzix ;
z+4
x3 — 27 . Vz+4d-—2
)Y=—5—0; )y="—"—";
4 -9 T
dy=—2-1 $)y=+v22Z -3z —5— 222 + 3z — 5;
z2 — 6z + 8’ ’
22 +3z—10
— . k — 2 1— .
ey 2@ +2—20) )y =az(Va?+1 - )
f ¥ —3z+1 ) Va2 41
V=93 6z +a’ v= YB3 11
sin x

6.11. Sachant que lim,_.q =1, que valent les limites pour z — 0 des quantités

T

a) 8z, d) atsindz .

2x—sin 7x’

b) sin 7z . e) V3—sin 2z —+/3+sin 2z |
9

3z T

rsinz . /sin 2x
C) l1—cosx’ f) z

6.12. Trouver les asymptotes aux graphes des fonctions y = y(z) suivantes :

1 322 +4
a)y =z + —; e)y= ;
x x
1
b)y:2x+7+75; f)y=xz— /22 + 4z;
T —
1—2x \/7
= : = 92_ 4:
<)y P gy T2 —z+ 4
2x z2
d = —_ h = -2 _
) z? —b5x+4 Jy=e +9U2+9
6.13. Pour chacune des fonctions y = y(x) suivantes :
a)y=e" o) y=uz;
2¢x + 1
b)y = ;o ADy=4/ 07—,
Jy=+vz dy 31

déterminer le plus grand domaine et la fonction réciproque si elle existe. Représenter la fonction, sa fonction réciproque
et la premiere bissectrice sur le méme graphique.

6.14. Soit la fonction f donnée par
pour z < 0,

8|~

fz) = 2 pour 0 < x < 2

8

r+4 pour2< .
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3
a. Calculer f(-2), f(0), f(i), f(3).
b. Tracer le graphe de f.
c. Déterminer le plus grand domaine de définition et 'image de f.
d. Calculer les limites a gauche et a droite de f en 0, en 1 et en 2.

e. En quels points f est-elle continue ?

6.15. Soit la fonction f donnée par

1—2 pour x < 1,
3 pour z =1,
f@=4
§x+1 pour 1 <z < 2,

2—(z—2)%2 pour?2<uz.

®

Caleuter 1(-2), 0), 1(3). 1)
b. Tracer le graphe de f.

c. Déterminer le plus grand domaine de définition et 'image de f.
d. Calculer les limites a gauche et a droite de f en 0, en 1 et en 2.
e. En quels points f est-elle continue ?
- 1. i 1 s e =) 0 ,]'i' 4 M s ﬁ L " ,ﬂ
1 L L 122 4o o4 VR L 1 1 1 L
T T (=3 L call
1 1 L L 122 L 'R L VR 1 i 1 1 £
. - ——
W e . 1 R 1 L e L hinY R e hin hinY . . 1 1 LS 1 1
Gl — - J - ——
L L L hin)} i)} A 4L sl el
—
L AN L L AN L AN va L£L AN
J JT \J JT J \J J J g oJ NI NTT J J

ra 3/ ra 2 -

- » y - . y

" (3\ " " 3/ 5 VAR
JI \2/ ) JO \ 7

r 2 r 3/ o/ N
- ”

e L o

S . 11 Z )

L -

Ll R 2 L RPN hio) 1 "
—
ya Y v o2 el
J L 7 A4 J
S ALY AL ] P AN A L ]
‘!!‘n\_Q ~ [°] Lo/ \_Qﬁlq

= P [t FEEETEDZN _ s " I S s _ omiom
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Chapitre 7

Fonctions trigonomeétriques

7.1. Résoudre les équations suivantes en x :

a) 2sinz —1=0; f) sin2z — cos2z = 1;
b) sinz —sin2z = 0; g) sinz = V3cosx;
c) sin?z +sinz —2=0; h) sinz + v3cosz = V2;
d) sin? 2z — sin® x = 0; i) arccos 2z = arcsinz;
1
e) 2sin?z —sinz —1=0; j) arccos(2z2? — 1) = 2arccos 3
7.2. Déterminer la valeur de chacune des expressions suivantes :
2 3
a) arcsin - f) sin(arccos g) ;
1 2
b) arccos 37 g) cos(arcsin g) ;
1
¢) arctan1; h) coséc(arcsin 5) ;
d) arccotg(—1); i) cotg(arctanl);

enmssssssheie j) séc(arccotg V/3).

7.3. Déterminer la valeur (en fonction de z) de chacune des expressions suivantes :

il

a) sin(2arccosz) ; d) sin(2arccos 4z) ;
b) cotg(arccosz); e) sin(arctan z) ;
¢) cos(2arcsinz) ; f) tg(arcsin 5z).
7.4. Déterminer les domaines de définition des fonctions = — y = y(x) suivantes :
T
a) arccotg 3z; e) y = sin(arccos g) ;
b) y = arcsin 5z ; f) y = arccos —— ;
)y )y P
¢) y = arctan(sin 3z) ; g) y = arccos(tg 2x) ;
d) y = arccos p— ; h) y = arcsin(cotg 3z).
z—
I W S Srs— i . . N —r)
L .
AV IR W 1 (O L
AIRY 1 o AY 2

7.6. Calculer les dérivées premieéres des fonctions y = y(x) suivantes (ou a,b € R) :

26
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a) y = sin(2? +1); j) y=tgz — cotgx;
b) y =cosv1 —2x; k) y = cos(sinz) ;
sin(a — )
)y =tgVr; Dy=——%;
sin(a + )
d) y = cosécz cotgx; m) y = arcsin b5z ;
sinx 4 cosx 3x
e)y=——"—; n) y = arccos( )3
sinx — cosx T —2
1+ cos2x X
HHy=——; 0) y = arctan(sin 3z) ;
1 — cos2zx
b+ acosz
g) y = sinnz - (sinz)"™; p) y = arccos ;, la| > |b];
a+bcoszx
z
h) y = \Vasin?z +bcos? z; q)y:sin(arccosg).
i) y = coséc* z;
7.7.  Calculer les valeurs des dérivées premiére, deuxiéme et troisiéme des fonctions y = y(z) suivantes aux points
indiqués :
a) y = sinz cosz, pour x = g ;
b) y = 4sinz — 3cosz, pour x =0;
. T
¢) y =sin3x cos x, pour = .

7.8. Prouver que la dérivée d’ordre n > 3 de la fonction x — y = arctan z satisfait la formule de récurrence

—2(n — Day™=L — (n — 1)(n — 2)y"=2
1+ 22

yr =

Calculer la valeur de la cinquiéme dérivée de arctan x au point z = 1.

1
7.9. Tracer le graphe de la fonction z +— y = sinx. Déduire les graphiques des courbes y = sin2z, y = 5 sin 2z.



Chapitre 8

Fonctions logarithmes

8.1. Calculer sans faire usage de tables ou de machines :

a. logy(32); f. 1031/2(4) ;
b. logs(27); g. In(e™");

c. log;(0,0000001); h. logyo(10%);
d. logs(125); i. log 55(32);
e. logg(16); j. logy6(8).

)

8.3. Calculer z tel que

a) log, 5=0,5; d)log,a=a (a>0eta##1);

b) log, 8 = —1,5; e)log, a=—-a (a>0eta#1);
1

¢) log, 2= -2 f)log, a=— (a>0eta#1).
a

8.4. Pour quelles valeurs de a et b réels avons-nous log, b < 07
8.5. Démontrer les identités
a) log, a-log, b-log, c=1;
1 11
log, ¢ log, = N log,, =

b)

8.6. Calculer en fonction de a = logg 2 :

a) logig 5; b) log,o 125; ¢) logyg 2,5.
8.7. Le logarithme d’un nombre vaut 3 dans une certaine base. Ce logarithme vaut 4 si I’on double la base. Quel est ce
nombre ? Quelle est cette base ?

8.8. Pour quelle valeur de z la quantité log, 5 est-elle d’une unité plus grande que log, 47?
8.9. Simplifier I'expression log,, (log, aam).

8.10. Résoudre les équations suivantes :
a) logs(z +2) + 1 = logs (22 + 4z2) ;
b) log z + log(z? + 2z — 1) = log 2;
c) logs (5% —7) =loggs 324+ 2 —x;
d) 2log, x + log, 2 =3;

e) 4logx = log(z? — 2) + log 8;

1 1 1
f) + + =1
logs, 30z  logy, 30z  log, o 30z
g) (logy x)? —log, z+1=0.
< nU . STU .
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=

8.13. Soit la courbe de R? d’équation y = log, .
a) Quelle est la valeur de l’abscisse du point de la courbe ot la tangente passe par l'origine ?
b) Quelle valeur doit prendre a pour que cette tangente soit inclinée & 45° sur I’axe des = ?

8.14. Déterminer les plus grands domaines de définition des fonctions y = y(z) suivantes :
3 -2z l1-Inz
a)y=In ; -

b)y = .
3+ 2z )y 1+ Inz
8.15. Résoudre les équations exponentielles suivantes :

a) 2% 427+ = 3; e) 9% —2.3%+1 = o7,

b) 32¢F1 4 9% — 394; f) 291 1 4% = 80;

c) e’ +e ¥ =2; g) 4* —5-2" +6 =0;

d) (%)1_% ~0; h) 2(e” —e™7) = & + e 7.

8.16. RE€soudre L'tquation suivante pour xeR:

e2® — 2. +1=0
8.17. Pour quelles valeurs du parametre m le systeme

2T —7e* +12=0
e?* —3e* +m =20

admet-il des solutions 7 Quelles sont les solutions correspondantes ?

8.18. Déterminer les coordonnées du point de contact de la tangente menée par l'origine au graphe de la fonction
Ty =2".

8.19. Pour quelles valeurs du parameétre a les courbes d’équations y = e?* + 1 et y = 2ae® ont-elles des points d’inter-
section ? Pour quelle(s) valeur(s) de a n’ont-elles qu’'un seul point d’intersection ? Montrer qu’elles sont alors tangentes en
ce point et écrire ’équation de la tangente commune.

8.20. Calculer la valeur de chacune des fonctions suivantes au point indiqué :

1
a)y=2chz —shuz, pour $:51n3;
1
b) y=3chz —2shz, pour x=51n2;
1
¢) y=ch2zx+2sh2z, pour x:51n5.
8.21. Calculer les dérivées premiéres des fonctions z — y suivantes :
a) y=In(z? +1); h) y =shz sinz;
b) y =1In(lnz); PP FEA s
) 1 z2 41 . -t
c) y =logy ——; Smy——————
Y g5 22 —1 o
)y =2v7; e
1—Inx
— 5tg21; 1 — ;
ey )Y = T e
f)y= 1/ ; m)y = 1n[(2932 + 3)1/4(963 - 6)1/3(3504 + 7)1/2] ;
1 14
gy=a""; n)y=el-=.

8.22. Vérifier que si y = elz, alors
y() = 2(n — 1)y(n*2) + 2zy(™

2
pour n > 1. Calculer la cinquiéme dérivée de e* en x = 1.

8.23. Démontrer les identités suivantes :
a) sh(z +y) =shachy+ chashy;
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b) chxfchy:2sh%sh :L‘;y;

c) ch2x = ch?z + sh? z.
8.24. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer :
a) son domaine de définition ;
b) sa fonction réciproque;
¢) le domaine de définition de la fonction réciproque.
19 y = In(arccos z) ;

e’ +1

)

20 4 = arctan
eﬂ')

l1—x
30y =10+ ;

40 y= esin 3z

)

50 y = arccose® 1.
8.25. Tracer le graphe de la fonction cosécante. Cette fonction est-elle périodique, continue 7 Quelle est sa dérivée ?
1

8.26. Considérons la fonction sécante appliquant x sur sécx = .
cosx

a) Esquisser son graphe.
b) Déterminer les asymptotes.
c

) Proposer une définition de la fonction z — arcséc z. Quel domaine a-t-elle ? Quelle est son image ?
d) Tracer le graphe de la fonction arc sécante.
e) Calculer la dérivée de la fonction arc sécante.

8.27. En vue d’étudier des temps d’exécution d’algorithmes, on définit parfois la taille « d’un nombre naturel m comme
étant

a =1+ [logy(Im| +1)].

a) Que vaut la taille de

77 97 —-117 17 —-17 07

8.28. Le passage par les logarithmes aide également au calcul des dérivées. Par exemple, soit f(z) = 2 ; de
In f(z) =znz,

nous déduisons en dérivant par rapport a x

F@) e+ &

fw ~ 0ty
donc

f(z) = (1 +1nz)f(z)
et

f'(z) = (1 +1nx)z®.

En utilisant la méme méthode, calculer la dérivée de chacune des fonctions f données par
a) f(z) = 2", avec r € R;

f@)={/(z=3)3(x+1)?;

¢) f(z) = f1(z) - f2(z) - f3(x), ou f1, f2, f3 sont des fonctions dérivables;
d) f(z) =

e) f(z) = (sinz)***;

f) f(z) = (sinz)" &,

8.29. Le graphique semi-logarithmique d’une fonction z — f(z) s’obtient en portant x en abscisse et In f(z) en ordonnée
(lorsque f(z) > 0).
a) Tracer le graphique semi-logarithmique des fonctions f; données pour ¢ = 1,2, 3 par

b)

a®, avec a € R;

f1(z) = 5e3%;
fa(z) = e 5’/173;
fa(z) =2

b) Quelles sont les fonctions dont les graphiques semi-logarithmiques sont des droites ?
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¢) Tracer dans un méme systéme d’axes les graphiques semi-logarithmiques donnés pour ¢ = 4,5, 6 par

fa(x) =5-3%;
f5(z) = 4%;
fo(z) =10 - 2°.

d) Si au lieu de porter en ordonnée In f(z) on décide plutot de porter log;y f(x), comment se modifie le graphique
semi-logarithmique ?
8.30. Le graphique logarithmique d’une fonction RT — Rt :  +— f(z) s’obtient en portant Inz en abscisse et In f(z) en

ordonnée.
a) Tracer le graphique logarithmique des fonctions f; données pour ¢ = 1,2, 3 par

b) Quelles sont les fonctions dont les graphiques logarithmiques sont des droites ?

¢) Tracer dans un méme systéme d’axes les graphiques logarithmiques des fonctions fi; données pour i = 4,5, 6 par
fa(x) = 2*;
f5(z) = 2%/2;
fo(x) = 10a3/2.

8.31. Tracer dans un méme systéme d’axes les graphes des fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique. Déter-

miner les asymptotes.
8.32. Tracer le graphe de la fonction sinus hyperbolique. Admet-il des asymptotes ? La fonction est-elle paire, impaire,

périodique 7

2 la n! 1 1 1 1 L 4 1 A ] VRS A | 1 2L L ")‘lf‘L 1 1. 1 L 1 .| 1 1
S e e iy " i i
4 Y 17 1 Va 1 1
S —
1 -7
h/ - 2\ o
— e v




Chapitre 9

Dérivées

+Y

9.2. Voici, dans le méme systéme d’axes, les graphes de deux fonctions f et g.
Laquelle de ces deux fonctions est la dérivée de I'autre ?

o/ \

9.3. Voici dans la colonne de gauche les graphes de cinq fonctions. La colonne de droite donne, dans le désordre, les
graphes des dérivées secondes. Rétablissez I'ordre.

32
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8y
8

9.4. Donner, pour chacune des fonctions x +— y suivantes, le domaine de définition et la nature des points ou la dérivée
premiere s’annule ou devient infinie :

a) y=+/z%(z+1); b) y = (¢® — 3z + 2)1/3; ) y=2+ Va2

9.5. Dans un méme systéme de coordonnées, tracer les graphes de la fonction y = y(x) donnée et de sa dérivée, pour :
a) y = x° — 622 + 9z; b) y = sin? 2.

9.6. On donne le graphe d’une fonction f (ou g, etc.). On demande de dessiner (allure grossiére)
a) le graphe de la fonction dérivée f’ de f;

1
b) le graphe de la fonction ? ;

1\’ 1
c¢) le graphe de la fonction dérivée <?> de la fonction ?
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[

—4 -3 -2 -~ 3 4 5
T
9.7. On donne le graphe d’une fonction x +— f(z). On demande de dessiner (allure grossiére)
a) le graphe de la fonction z — f(—z);
b) le graphe de la fonction z — |f(x)|;
¢) le graphe de la fonction x — f(|z]);
d) le graphe de la fonction z — — f(z);
1
e) le graphe de la fonction z — ——;
f(=)
f) le graphe de la fonction z — f/(x).
A !
#(@) .
1
5 | 1
1
|
_____________________________________ |
1
I
1 1
1
1
1
1
1
. : : : L . —
-5 —4 -3 —2 - ! 4 5
1 xT
1
1
1
I
1
1
1
|
1
-2 1
|
1
1
1
9.8. Calculer, en utilisant la définition, les dérivées premiéres des fonctions appliquant x sur
Dy=1% by=vi o) y=-—
’ ’ 2¢ +1
oo NOETI——" _o S S S Y VR R T S s
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9.10. Calculer les dérivées premiéres des fonctions y = y(x) suivantes (o a,b et ¢ sont des constantes) :

a) y =% — 3z* + 1923 — 8z + 4; h) y = (2 — z)(1 — 5x);

x8 4 r—1

b)y=—57; Dy=—4 ;

) Y= Sa 2 Dv=3\272
1

y=Qe+1)Bz+2)V3x+2; jy= g +a2%)8/3 — %(1 +2%)%/3;

(3 + 222) 1++=

d)y:7§ k)y::li?

34/1 + z2)3 — VT

¢) 7x2—6x+8. ) 7:52—5—1.

y—ac2—230—|—17 y_z2—1’
f)y— vatz m) R

Va+ .z Ve it —Vioa?
b c V1+z+ a2

g y=+4/a+ -+ —; ny=—m.
T T V1—z+x2

9.11. Calculer les valeurs des dérivées premiére, deuxiéme et troisieme des fonctions y = y(z) suivantes aux points
indiqués.

a) y = x* + 62* — 23, xz=2;
b) y = 23/2 z=0;
1 1
y=z+ —, T= =
T 2

S—
QQT—-

1+a2 -zt
e)y=—"—=—07,
V1422 + 22
9.12. Calculer la dérivée premiére par rapport a x de
a) y = t2 — 4t, sit=+1/2224+1;

b) y =t — 3t2, sit=+/22—6x+3;
c)y=1+/3t2 -5t +4, sit=a?

9.13. Soit la courbe de R? d’équation y = %xS — 22 + 2. Quelles sont les pentes de ses tangentes aux points d’abscisse 1
et 27

z=1.

9.14. Former les équations des tangentes et des normales & la courbe d’équation y = (x — 1)(z — 2)(x — 3) dans R?, aux
points d’intersection avec ’axe des abscisses.

9.15. Déterminer les points oti les tangentes & la courbe d’équation y = 3z% + 423 — 1222 4 20 dans R? sont paralléles &
I’axe des abscisses.

9.16. Déterminer le(s) point(s) ou la tangente & la courbe de R? d’équation

T
y = e—
1— 22
fait un angle de 45° avec oz.
-
L. . . - 2 2
Oilimivimie——— —— e ——— - - - - e ———
-
e
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9.21. Soit la courbe de R? d’équation y = x2 + px + 5. Déterminer p pour que la tangente au point a d’abscisse —1 soit
parallele & la premiére bissectrice. Ecrire les équations de la tangente et de la normale en a.
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9.22. On considére la courbe d’équation y = 2 + pz + ¢ dans R2. Déterminer p et ¢ pour que cette courbe soit tangente
a la droite d’équation y = x — 1 au point (3,2).

9.23. Déterminer le(s) point(s) ot la normale & la courbe y = 23 + x est paralléle & x + 4y + 6 = 0. Pour chaque point,
donner I’équation de la normale.

9.24. Déterminer les coordonnées du point de contact et I’équation de la tangente menée par l'origine a la courbe
d’équation y = €* dans R? (la dérivée de e® vaut e®).

11—z
9.25. Déterminer b et ¢ pour que les courbes de R? d’équations y = 1

T et y = x2+bx+c se coupent perpendiculairement
x

au point (0,1).

R S P i —————————

L 1 hE} FIBRET =l " " 2
¥ =) -
AN 10
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R
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9.28. Si f est une fonction paire (impaire), montrer que sa dérivée f’ est impaire (paire). La réciproque est-elle vraie ?

9.29. Pour les fonctions suivantes, f(a) = f(b) = 0 et pourtant f’ ne s’annule pas sur lintervalle ]a,b[. Pourquoi le
théoréme de Rolle ne s’applique-t-il pas?
a)y =tgz, sur (0,7);

b)y =311 —9  sur (-2,2);
c)y=1—a2/3, sur(—1,1).

9.30. Montrer que la fonction

3 — 2
siz <1,
f@y=q 2
— siz>1
T

satisfait aux conditions du théoréme des accroissements finis sur l'intervalle [0, 2] et déterminer toute les valeurs de ¢
prévues par ce théoreme. Faire le graphique.
9.31. Appliquer la formule des accroissement finis sur [z, + h] & chacune des fonctions = — y suivantes (ou a,b,c € R) :
a) y = ax? + bx + c;
b) y = asin(bx + ¢).
Dans le premier cas, déterminer la valeur de 6.

7o BT B SR PO FEEFR RS

= So—————— T S —
9.33. Une fonction réelle d’une variable réelle est définie par

Aiol Lilo b 122 ﬁ 1o 1 Lol do 4 1] i y AN |

e +1
f-$'—>f($)—6217_1-

a) Quel est le plus grand domaine de définition de la fonction f?
b) Etudier la croissance de la fonction f.
¢) Déterminer toutes les asymptotes au graphe de la fonction f.
d) Tracer le graphe de la fonction f.
e) Soit g la fonction inverse ou réciproque de la fonction f (définie de sorte que son domaine soit aussi grand que
possible). Calculer une expression de la dérivée g’(t) sous forme de quotient de deux polyndmes en t.

i hmY " L 1o
i -

. . " .
o T ——————
h—0 D

\./P “’ " Tr . ‘!ﬂi!!“l!“!!!h !!)g!ﬁ\!!!al
9.35. Esquisser, dans un systéme d’axes, les graphes des fonctions f, f/, f=1, (f~1) si
a) f(z) = a!/3;
b) f(z) = 3/, pour z > 0.
9.36. Vérifier que
(22e®)2 = [(n — 1)n + 2nz + x2]e”.

2,z

Calculer la 200éme dérivée de xz=e®* en z = 1.



Chapitre 10
Utilisation des dérivées

Dans tout ce Chapitre, I’expression « Développement de MacLaurin » désignera le développement de Taylor en 0.

10.1. Si le graphe ci-dessous est celui de la fonction dérivée f’, pour quelle(s) valeur(s) de z la fonction = — f(z)
admet-elle

f'(@)

a) un minimum local ?

b) un maximum local ?

¢) un point d’inflexion & tangente horizontale ?

d) un point d’inflexion ?
Sur quel sous-ensemble de I'intervalle [a, h] la fonction f est-elle

e) croissante ?

f) décroissante ?
10.2. Si les fonctions f : R — R et g : R — R possédent en tout point une dérivée seconde, lesquelles des assertions
suivantes sont vraies ?

a) Si f(z) < g(z) pour tout z réel, f'(z) < ¢’(z) pour tout z réel.

b) Si f(z) < g(x) pour tout x réel, f’(z) < g’ (x) pour tout x réel.

¢) Si f/(z) < ¢'(z) pour tout z réel, f(z) < g(z) pour tout z réel.

d) Si f(0) < g(0) et f/(z) < ¢g’(x) pour tout z réel positif, f(z) < g(z) pour tout z réel positif.

PCEERLY, . .. o
R e S e)

10.4. Déterminer les extrémums des fonctions y = y(x) suivantes :
a) y = 2sinz + cos2zx;
b) y = sin® z + cos3z;

250
) y:rg—i-—‘

10.5. Si la somme de deux nombres réels est 12, quelle est la plus grande valeur atteinte par leur produit ?

10.6. Prouver qu’un rectangle de périmetre donné a toujours une aire inférieure ou égale a celle du carré de méme
périmeétre.

39
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10.7. Un fermier désire cléturer un champ rectangulaire par du fil métallique sur trois cotés et par une haie sur le
quatrieme. S’il posseéde 2400 m de fil, quelle est la plus grande surface qu’il peut cléturer ?
10.8. Un carton publicitaire doit contenir 54 cm? de texte imprimé. Si on laisse une marge de 1 cm en haut et bas de
page, et de 1,5 cm de chaque c6té, trouver les dimensions les plus économiques du carton. (NB : Le prix du carton est
directement proportionnel & sa superficie!).
10.9. La somme de deux nombres est 12. Trouver ces nombres si

a) la somme de leurs carrés est minimal;

b) le produit de I'un avec le carré de l’autre est maximal;

¢) le produit de I'un avec le cube de l'autre est maximal.
10.10. Dans le plan euclidien R?, on considére le point ¢ = (3, 5). Par ce point on trace une droite D qui couple 'axe ox
en un point a d’abscisse positive et ’axe oy en un point b d’ordonnée positive. Comment doit étre la droite D pour que
le triangle oab ait une aire minimum ?

10.11. Pour quelles valeurs de k la fonction z — y avec

y = cos2x + kcosx

v
admet-elle un extrémum d’abscisse x = 5 ?
10.12. Déterminer la fonction sinusoidale y = C'sin(z + ¢) qui atteigne le maximum 2 pour z = 1 et applique 0 sur 0.
10.13. Déterminer n pour que la fonction
y=(z—6)"e”
admette un extrémum en x = 4. Quelle est la nature de cet extrémum ?

10.14. Déterminer les valeurs de p et g telles que la fonction appliquant x sur

x2+px+q2

x

ait deux extrémums de valeurs respectivement 0 et 4. Quelles valeurs de x donnent ces extrémums 7 Quelles sont les natures
de ces extrémums ?
10.15. Déterminer les points d’inflexion des courbes de R? d’équation

a) y = 3zt — 1023 — 1222 + 122 — 7;

2
b)y=e"";
. sinz
sin(z + %)

10.16. Une personne doit se rendre de A en B sur la figure, d’abord en marchant a la vitesse vy, puis en nageant dans
le canal a la vitesse v2

A

Déterminez en fonction de v1,v2 et de la longueur |CB| en quel point la personne doit se mettre & ’eau pour minimiser
son temps de déplacement de A & B. Le bord du canal est supposé rectiligne.

10.17. Soit la fonction qui applique z sur
y = 2asinbx — asin bx.
Déterminez les constantes a et b pour que cette fonction applique 0 sur 0 et atteigne le maximum y =2 en x = 1.

10.18. Donner pour chacune des fonctions suivantes, le domaine de définition et la nature des points ou la dérivée
premieére s’annule ou devient infinie :

a) y=+4/22(z +1);
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b) y = (z® — 3z +2)1/%
c)y= 2V/z2.

10.19. Soit la fonction f spécifiée par

22 + (m —2)z — 10
z2 —2x —3

f(@) =

ol m est un parametre réel ;
a) donner son domaine de définition ;
b) pour quelles valeurs de m la fonction f est-elle partout croissante ?
¢) pour quelles valeurs de m la fonction f posséde-t-elle un maximum et un minimum ?
d) les graphes de ces fonctions f passent-ils tous par un méme point ? Si oui, lequel ?

10.20. Esquisser, dans un méme systéme de coordonnées, le graphe de la fonction y = y(x) donnée et de sa dérivée :
a)y =e®/?; b) y = In|2? — 1.
10.21. Représenter dans un méme systéme d’axes et sur le domaine [—2, 2] les fonctions f spécifiées par
a) f(z) =27, flz)=2"""1;
b) f(x) =212, f(z)=2" 1.

10.22. Faire le graphe des fonctions y = y(z) suivantes :

(z+1)3 3 —x+1
a)y=7x2); b)y=—7i—;
)y =3z%/3 — 2z; d) y=+/22(z+1);

1—=x 2 —x+1
) y=ry/ 1 =23
1 T

= ; h = —
8 Y= =3 Jy=1

x3 . x2
Dy=—5—7; Dyv=—-=3

x
ky=——; Dy=+—-22-1;
)y T2 )y z
m)y = wy = |EEZD,

Yz 1 x—2 ’

(z+1)2
o) y=a*(x—3)"/%; p)y= x3);

2 1 1/x

q) y = = arctan ; r)y=xe’%;
1—x
s)y=xze " ; t) y=a’e";

Inx
uy=—; v)y=zlnz;

x

1-1
w)y==zln’z; X)yzl—l-ilzi;

1
y)y=—+2Inz; z) y = Vzlogx;

x

1
aa) y=2Ilnz— 1+ —; bb) y = 2'/%;
x

efE
cc)y=—; dd) y = Vze®.

x

10.23. Soit f(z) = sin(z). Esquisser les graphes de f et de ses polynémes de Tayor & l'ordre 0,1,2 et 3 en 0.

10.24. Ecrire le polynéme de Taylor de degré n centré en 0 pour les fonctions

1
fl@)=2a® -z -2 flz) =
1—x
N e e e e e i e e s
L
10.26. Développer en série de Taylor au voisinage du point indiqué chacune des fonctions suivantes :
a) y = xzlnz, pour o = 1, jusqu’au terme en 0, dunisemdmme
b) y = 3%, pour x = 2, jusqu’au terme en 25 eei———
1
c)y= e3% pour z = 3 jusqu’au terme en > etenimsmkbes;
™
d) y = cosz, pour x = —, jusqu’au terme en z3. En se limitant au terme en z2, en déduire la—valeur de cos46°
4 UNE VALEVR APPROXIMATIVE

(cos — = sin% ~ 0,70711);

a1
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1nx
e)y= , pour = 1, jusqu’au terme en x°, <t
f)y= ln x, pour o = 1, jusqu’au terme en °, eim————"
g) y:m37212+3x+5 pour x = 2;
h) y = e2 pour z = 2, ecrlre le terme général e
i) y = €% pour z = 2, jusquau terme en 2, ehiiicelte.

10.27. Ecrire le développement de Taylor a l'ordre 3, avec le reste, de la fonction y = {/z dans le voisinage de x = 27.
Utiliser ce développement pour calculer /29 etmenti .

10.28. Calculer en utilisant le développement de Taylor de y = sinz au voisinage de * = 7/6 une valeur approchée de
sin 32° (se limiter au terme du second degré).

1
10.29. Calculer en utilisant le développement de MacLaurin de y = 377 une valeur approchée de — okttt
e

FWat>Vat ol 1 1 1~ 1 EEaYaY A b 1 12 1 PR LW o T - 2 -
m—-— n— ey - n—— ke —————e———

1 2 X K] 1 IR TN S oo

10.31. Cdlculer une valeur approchée de /4,02 en utilisant le développement de MacLaurin de y = /4 + x. Se limiter
au terme en 2. doues.

E.vm.ueg 0,1
10.32. -Ga,leu-le; e’ en utlhsant le developpement de MacLaurm de y =ev

b 2 - - Nae—"
r T

b) Représenter la courbe e” et ses développements d’ordre 1, 2 et 3 sur le méme graphique.

10.33. Déduire des développements de MacLaurin de e, In(1 + z), (1 + 2)™ ceux des fonctions suivantes :

a y:e_zz/Q;
1

b) y = In(+22);
11—z

10.34. Donner le développement de MacLaurin de

a) y =27, jusqu’au terme en z° eltmumm———
b) y =shuz, jusqu’au terme en 1" itk —
1
c)y= I , jusqu’au terme en " intenineim——
—x
d) y=e"%cosz, avec les 4 premiers termes non nuls;
e) y =e%sinu, avec les 4 premiers termes non nuls;
f) y=ze %, jusqu’au terme en " e ene——————
1.0 9 = 12 - e -L 1 1~ 1 - ML 1 W e T ! 1 2 1
2
A | 4 - . - 1 1 & we. - 1 41 e 1 1 1 e R DL €1 1 T ;
PNIRPDISEFRETRAETE il autiiog RSRRR S FOPRVEDR NGV O EPURR IS N N
S e A ==

GBS b P 2 P . 2 . P 1 2 2
r rr po \ T 7 r
[ N . 2
\ rr
10 a0 = b R PN DU W SR " " 4 " 12 s " "
e .
Lol VR D | | PR PN
L]
N " Vi
Y -
L
Y Lo O N
Y ’
- Vi S
1.0 40 hnl '.. 1 21 L e 12 1 e L DL €I 1 4 . 1 L 1 1 4 L
- Y - e
1 e A AP PN | VR DRV JOK 4 %l 2
_

= N N . -
dose— e ——————
10 49 ray 1 1 1 1 - i I | i I I' 1 L L 111 . L ooy
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Chapitre 11
Primitives

11.1. Soit f une fonction admettant comme primitive la fonction appliquant = sur 2sin? z. Déterminer parmi les
expressions suivantes celles qui représentent aussi une primitive de f :

a) —cos2x; c) cosx?;
b) —cos?x; d) sin (21— g)
11.2. Donner, par intégration immédiate, une primitive de la fonction envoyant la valeur réelle x sur
a) cosz; n) m ;
b) sin(3z — 2) -
c) x°; w
oL p) (cha)(sha);
6z + 11" y = .
1 Vg2 1’
°) T\/;E ’ ) sinz
r el
1 cos? x
cos2 9z’ s) cot(z);
g) e "%, t) 0
h) esin T cosx ; u) 1993 5
) 2% v) e® cos(e®);

m— x) _ (ot @ € R{0};

a2 — x2
[
- v) arctanx.
1 14 22
m) o} (ot a € R\{0});

11.8. Calculer, en décomposant 'intégrande :

a)/x+f)dx c)/cos (z —2)d

b)/

11.4. Calculer, par changement de variable :

) x; ) tan? z dz.

44
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55_3 arccos? z
a e dx;
)/ ) [,
b)/acQ(l—acg)zdac; j)/2“”2xda:;
dx
tg 2x dx ; k —_—
C)/. & LT At )/COS23}x/tga}—1
d)/sin2wcosxdx; %
zt 4+ 1
d .
m)/C052($5+5$) v

cos T V14+Inz
f) z; n) ——dx;
5+sm x T

1 — arctanz
g)/mlnm’ 0)/ 1+ 22 v

sin 2z dx
h _— cotg z)(In | sin z|)dz
)/m p) /( gz)(In|sinz|)

11.5. Calculer

puis déterminer toutes les fonctions = — f(x) telles que

2el/m
2

f(z) = et lim f(z)=0.

xr r—+00

11.6. Intégrer par parties la fonction appliquant x sur

ze®; i) /22 —1;

a)
b) @* Ina; i) avV1+z;
¢) arcsinz; k) eresine
d) zarctanz; D) 22 In(2® — 1) ;
e) e’sinx; m) Inz;
f) ! In(Inz); n) arctanz;
xn ) arcsin x
N . o :
g) 2™ Inxz oun €N; 2
h) ztg?x; T
P —
cos?

d
11.7. Calculer les intégrales indéfinies (de la forme / g avec @ trindme du second degré en x) :



CHAPITRE 11. PRIMITIVES 46

d 3r—1
a) 2736; h) 2$7d;1:;
3x4 —2x 4+ 4 22 +2x+5
dx r+4
b) | w70 —; ;
)/1’2+3z+1 )/x2+6$+5 *
dx Tr+1
TR da;
C)/4+16x2 )/6x2+x—1 ’
dx dx
d ; k _ e .
)/2—x27 )/43,’—3,’27
) dx ) (2 — z)dz
e o — v .
422 — 12z + 10" 422 + 42 -3’
dx (2z —
£ . .
)/m2+6x—7’ m)/4m2—11 ’
3r+1 1 .
g)/1_74$2 dx; n)/ib_t2 dt ou €R.

L L
11.9. Calculer les intégrales indéfinies (de la forme / 6 dx ou / ﬁ dx, avec L et Q polynémes en z de degrés 1 et 2

respectivement) :
N ——— s
z(2z — 1)
z—1
b) [ =2 da: r—1 )
)/:E2+£E+1 e)/x2+2$+1dac,
0 oz +3 ¢ 6z + 5
\/3—1-490—4:1: ) 9332+1

11.10. Décomposer en fractions simples les fonctions rationnelles de x données par :

2¢ —1 2¢ —1
a) S— b)
x2 —1 (z—2)(z +3)

rr———————

11.11. Calculer les intégrales indéfinies de fonctions rationnelles :

i ‘l



CHAPITRE 11. PRIMITIVES

b 22 —:13+2 .
) 2$+3
x3dx
C)/3$2—£K+1 k)/(ﬂj—l)Q;
(2z + 3)dx
. —— ) [ SR
] Bz —1)dz
’ m) x2 —2x 45’

11.12. Calculer les intégrales indéfinies de fonctions rationnelles :
x2 —x + 2
a) ;
== —_—
x3dx
k VYR
%- ) [ 5
(2z + 3)dz
m) 72 ;
4 — 5+ 6
dx
&) / 22 — 4’ &
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11.16. Calculer les intégrales indéfinies (de fonctions rationnelles en sinz et cosz) :
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a) / cos® z d ;
sin3 z
[
cos
/ dx
c) P
1+sinz

e —

avec a,b € R{0};

tg? zdx;

sin x cos l‘

/ sin 5z cos 3x dx ;

sin? CObQ T

*F“‘"‘

N / cos? de:
J cos2z
' cos T
m ———dzx;
) / sin?x + tg2

- G
Il a H i

0) / cos® zsin® x da ;
p) / cos%dz ;

q) /(cos z +sinz)’ dx ;

=

) dx )
Y 1+cosz’
/cos3xdac
z) [ ————

1 —sinz

1
¢ da;
aLa)/g“ﬂ’f\/m’”

3

N oy

= ,

)

1+sinzcosz’

-P—i-

e e e s o B

1 7
w

11.18. Calculer

1\ L

F

49
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a) / sin(lnz)dz ;

1+ 1In:
b)/iwr”dx;
xT

d)/ cosacdac;
1+ cosz

e) /x\/2+3acda:;

f) /(31‘2 + 1)z de;

g) /xzesz dx;
o

2y CITLSITT L Ly

0 dx
1 y— ik
V2 — 3x— 22
dz
NI

k) / xarcsinx dr ;
£ i

i)

50

/ In 22 dx
0) —;
Indz x

|

—
u) /w5\4/1+2m3da:;
L

AN | o M
——
iyl
H
X) /4963(11136)2 dx ;

) dr
y .1’4 _ 1 )
z) / arctan z dz.




Chapitre 12

Intégrale de Riemann

12.1. Calculer

Vve—1 A 3 dx
a) d; h) | ——;
o 1+ z2 2 2 +6x—7
/4 2
2—z
2 . . e T A S
b) i t(arctant)? dt; i) /1 1?1 4o —3
7/4

1
c)/ da : J)/ 23 Inx dx;
. 9+ 16(z 1) N
o [ sz e
0 puy
| TR coss ”F*
e — dz; .
0 \/sin?z + 8
/4 /4
f)/ ztg? z du; m)/ tg? x da;
0

0
®Int !
n 2
g) —= dt; n) / % arctan z dx.
1 \/E —1
12.2. Que vaut
/4 7/4 e
a) z(arctan z)? dz ? d) —_ ?
0 1 9+ 16(x — 1)
b) /\/ﬁ 4x da ? ) /2 cos x dx o
iz 7 e —_ 7
o Tte o Vamiris
¢ 1
<) / In(1 +20) do ? p [ ecse—z,
0 e

12.3. Un gaz se dilate de sorte que sa pression P et son volume V sont liés par la relation
P=a-"bV,
ou a et b sont des constantes. Sachant que le travail W fourni en passant du volume Vj au volume Vj est donné par
Vi
W= PdvV,

Vo

trouver en fonction de a et b le travail fourni si la mesure de V' passe de 3 a 8.

12.4. A partir du graphe de la fonction f, supposée deux fois dérivable,

o1
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fz) A

8y

répondez aux questions suivantes sur la fonction F : [0,8] — R définie par

F(a) = / f(byt,
0

éventuellement en donnant une valeur exacte ou approchée, et en discutant votre réponse :
a) que vaut F'(0)?
b) donnez deux bornes entres lesquelles est compris F(6) ;
¢) quel est le maximum de la fonction F' ? en quel(s) point(s) de [0, 8] ce maximum est-il atteint ?
d) idem pour le minimum de F';
e) idem pour le minimum de F’;
f) idem pour le minimum de F”'.

12.5. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable avec a < b. Donner une expression sans signe d’intégration égale a

/f

) la dérivée au point to de |a, b[ de la fonction F' appliquant le point ¢ de [a, b] sur

t
t):/ I (z)da;

¢) la dérivée & gauche au point b de cette méme fonction F';
d) la dérivée a droite de F' au point a;
e) la dérivée au point tg de |a,b[ de la fonction G appliquant le point ¢ de [a, b] sur

t
t):/ f'(z)dz

f) la dérivée & gauche au point b de cette méme fonction G;
g) la dérivée a droite de G au point a.

12.6. Soit f une fonction continue de R vers R. Que vaut

d [* 5
5/5 (f(t))“dt ?

12.7. Voici le graphe d’une fonction f : [0,4] — R. Tracez (& la méme échelle) le graphe de la primitive F' de f telle que
F(0) = 2.

f(x)

]y
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12.8. Esquissez le graphe de la fonction F primitive de la fonction f avec F(0) = —2 si le graphe de f est

f(z) A

12.9. Esquissez le graphe de la fonction
xT
F:xw— / f

si le graphe de f est comme dans ’exercice précédent.
o . L R
i e S T —— |

7= RN
LL | J AL Lo

g y .
L -L

Cpee.

P e
) P
o ; gl
T v
Classer par ordre croissant les nombres suivants :

12.11.
—2

3 1
0, 1, / eﬂgzdx7 / eﬂgzdx7 / e da.
2 0 -3

t 1
12.12. Si f(t) = / \/ u? + 16 du, que vaut / ' (w)dv?
1 0

12.13. Soit g(z) = e~ 3% sin 2z.
) Déterminer A et B pour que la fonction g(z) = e 3 (A cos 2z + Bsin2z) soit une primitive de g;

b) Calculer/ g(z)dz
0

AN I ; rd AN} . VA ; LL AY)

. g0 1] o
i : i -

19 16 * yalntl ﬁ A M
o000 11\ _T] P IRETEP N P TP APV T L S BN NP TRP Epp]imiiﬁi 1 1
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12.19.

Pourquoi les intégrales suivantes sont-elles dites « généralisées » 7 Calculez la valeur chaque fois qu’elle existe,
sinon donnez des informations sur la divergence.

4 1 /2
a)/ dz; d)/ tg x dx;
3 T—3 Jo
*1 < dt
b) 73d$; e)/ T
;= 1 1+t
5 1
1 dt
c)/ — dx; f)/ -
0 VT o 21

12.20. Calculer les deux intégrales (attention!)

1 1
t3 3
/ 5 dt et / dt.
0 1 +1 0

Soit la fonction F' : R — R définie par

12.21.

Quelles affirmations parmi les suivantes sont vraies ?
a) F est croissante;
b) F est décroissante ;
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¢) F n’est ni croissante, ni décroissante ;

d) F ne s’annule jamais ;

e) F est strictement positive;

f) F est impaire;

g) F est paire;

h) F admet un maximum local en 0;

i) F admet un minimum local en 0;

j) le graphe de F admet un point d’inflexion en 0.

19 99 in M ; llf'llnl‘l\"
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Chapitre 13

Fonctions vectorielles d’une variable
réelle

" . .
. " . e

13.2. Un point p(x,y) se meut dans le plan R? suivant la loi

x = 3t2 — 5t +6,
y=1t34+5t—1,

ou t désigne le temps. Calculer les composantes des vecteurs vitesse et accélérationent =0;ent = 1; ent = 5. Déterminer
ensuite le nombre vitesse en ces mémes instants.

13.3. Dans le plan R? muni de la base orthonormée canonique 6_1), 6_5, le vecteur
@ = cos wte_f + sin wte_z>

donne la position du point p en fonction du temps ¢ (avec w constante réelle non nulle). Montrer que
a. a chaque instant, le vecteur vitesse est perpendiculaire au vecteur position;
b. le vecteur accélération est dirigé vers l'origine de R?, et est de norme constante.

Quel est le mouvement du point ?

20 4 . .
L o2 L2 N
by
9 PRI NSNUVEIN | P P 4 i L ray POET: /ﬂ-\ Ve AN ki ik PV DY
i \4/ -=im
11 AN 1 1 n 1 1. 11 100 " 11 1. L 1. 2 1 10 E 1° " 1
S = s AN \ugs 0 ooy 130 2 AN
. 1 Va 1 L 1 - | 1 e 2
— — iy

13.5. Le mouvement d’un point p = (z,y) dans le plan euclidien R2 est donné en fonction du temps ¢ par

z =2+ 3cos3t,
y=—146sin3t.

a. Ce mouvement est-il périodique ? Si oui, quelle est sa période ?

o6
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b. En éliminant le paramétre ¢, trouver une équation satisfaite par les coordonnées de toutes les positions prises
par le point au cours du temps. Ces positions forment la trajectoire du point; décrivez géométriquement cette
trajectoire.

2
c. Quel est le vecteur vitesse pour t =07 pour ¢t = % ? pour t = 171——0 ? pour t = ?ﬂ ?

d. Faites, dans le systémes d’axes, le schéma de la trajectoire. Dessinez quelques vecteurs vitesse.

Le point progresse-t-il constamment a la méme allure sur sa trajectoire ?

e.
f. Quel est le vecteur accélération a l'instant ¢ 7
Ce vecteur accélération est-il de norme constante 7 est-il toujours orthogonal a la trajectoire du point considéré ?
12 o <P 1o £ 3 ra ki - L VI Vi \ £ Lo I s i

N _ _ N N TSN 1Y Vet PN N N P Lo
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13.7. Soit C la courbe paramétrée du plan R? définie par

t € R.

x = €2t cos(t?)
y = €2t sin(t?)

a. Le point (1,0) est-il un point de C'? si oui, est-il un point multiple de C'?

s Y i
c. Donner I’équation de la tangente a la courbe au point (1,0).

d. Donner I’équation de la normale & la courbe au point (1,0).

13.8. Considérons la courbe C' de R? donnée par la paramétrisation

R—R%2:t— (54+cht,—2—sht).

raryws -’A. - s b 11 12 2
b. En quel(s) point(s) de C la tangente & C est-elle paralléle & la droite d’équation z = 07 & celle d’équation y =07
c. Montrer que le point (6, —2) appartient a C.
d. La courbe C coupe-t-elle I'axe ox ?

Donner I’équation de la tangente a C au point image de tg.

f. Décrivez géométriquement la courbe C'; faites-en un schéma dans le systéme d’axes.

13.9. Un cycliste roule « éternellement » « dans » le plan R2. Sa position & I’instant ¢ est donnée par

x =13 +1,
y = t2.

a. Combien de fois passe-t-il a I'origine ?

b. Combien de fois, sans étre a l'origine, se dirige-t-il vers I'origine ?

13.10. Un point mobile dans R? est & 'instant ¢ au point (z,y, z) défini par

t

r=e 7,
y = 2cos 3t,
z = 2sin 3t.

a. Déterminer son vecteur vitesse a l'instant ¢.
b. Déterminer sa vitesse numérique a I'instant ¢.

c. Déterminer son vecteur accélération & 'instant ¢.

13.11. Montrer que toutes les tangentes a I’hélice de R3 d’équations paramétriques

xr = acost,
y = asint,
z = bt.

coupent le plan ory sous le méme angle.



CHAPITRE 13. FONCTIONS VECTORIELLES D’'UNE VARIABLE REELLE 58

13.12. Trouver le vecteur tangent, les équations de la tangente et I’équation du plan normal au point (3,9,27) de la
courbe paramétrée de R® donné par
o=t , &, %)

13.13. Considérons le point mobile de R3 donné en fonction du temps t par

T = arctg t,

2
Yy = % ln(t2 + 1)7
z=1— arctgt.

A quel(s) instant(s) la vitesse de ce point mesure-t-elle 1?

13.14. Considérons la courbe paramétrée C' de R? d’équations paramétriques

x—tQ,
y=1>
z=t4

a. Cette courbe paramétrée C possede-t-elle des points doubles ?
b. Cette courbe C est-elle plane ?
c. Montrer que C est située sur la surface d’équation z = 22.
d. Donner des équations de la tangente a C' au point (1,1,1).
Donner I’équation du plan normal & C' au point (1,1,1).
19 1= i L1 Lo L ra N 1.1 1 1 1 L]

13.18. Par intégration, calculer la longueur des arcs de courbes paramétrés lisses suivants :
a. [6,7 = R3:t— (3t —1,2t, -7t +3);
b. [0,1] = R2: ¢+ (2 — cos6t, 3 + sin 6t).

Syl T S o=, ———— ——e.

13.19. Calculer la longueur de ’arc de courbe donné par
a. [0,2] = R?: ¢+ (et cost,etsint);
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3 .
b. [0,27] > R%:t s (5 cos® t,3sin t) ;

c. [0,5] = R3: ¢t (t,3t2,6t3).

13.20. Calculer la longueur du chemin conduisant du point (1, —1) au point (1, 1) le long de la courbe de R? d’équation
2 3
y? =z3.
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Chapitre 14

Matrices

14.1. Soit les matrices réelles

1 2 -3 -2
A= 3 4 et B = 1 -5
5 6 4 3

Déterminer la matrice D telle que A+ B — D = 0.

14.2. SiA= ( Lol ) et B = ( L ! ) sont deux matrices réelles, montrer que (A+ B)? = A2 + B2. Ce résultat

2 -1 4 -1
est-il vrai pour tout choix de deux matrices rélles ?
. 2 . . .
14.3. Soit A = ( 9 1 ) une matrice réelle; trouver toutes les matrices X telles que AX = A.

14.4. Démontrer que si les matrices réelles A et B sont telles que AB = A et BA = B, alors A2 = A et B2 = B. Le
résultat reste-t-il vrai si R est remplacé par un champ quelconque F'?

14.5. Montrer, pour n € Ng et a pris dans un champ F,
a a\" _ a™ na”
0 a - 0 a™ '

14.6. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les matrices réelles A et B pour que
a) (A—B)2= A%+ B?; b) (A+ B)(A—- B) = A% - B2
Vos résultats s’étendent-ils & des matrices A et B sur un champ quelconque ?
14.7. Deux matrices A et B commutent si AB = B A. Montrer que si A et B sont deux matrices inversibles qui
commutent, il en est de méme pour A et B~1, pour A~ et B et pour A~1 et B~1.

14.8. Soit A une matrice complexe n x n qui vérifie ’équation A2 4+ 2A + 31 =0. Démontrer que A est inversible et
calculer A~! en fonction de A.

14 0 [PV SN > 2 | L 211 L1 Al a1 . Dl Do_1 1 Fasl L . L L1 Lo 0

N ol oY) . H
t}
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Chapitre 15

Systemes d’équations linéaires

ot ; )

T—————

ﬁm_ e—cey i . iy
clipmm—_
> - —
broat ” = o '”N>2 o 0 _
R —— ——
L o
— # * & sy =% T R \"“ -
—

15.2. Résoudre les systémes réels suivants par la méthode de Gauss (toutes les inconnues apparaissent dans au moins
une équation).

T +2y=4
2x +3y=>5 f
x1 + 222 + 323 =0

2x1 +x2 +3x3=0
3x1 + 2x2 +x3=0 g

3x+4y+2+4+2t=3
6z +8y+22+5t=7
9z + 12y + 3z + 10t =13

20 4+y—3z—t=1
r—4y+3z+4t=—4

—2x+y—2=0
Tty —z—9t=0 Sr+ 2y —112=18

r+y+z—3t=2
c. T —2y+2z+4+15t=-3 h. {
{ z+y—22=1 { z+3y+2=0

d T2y —3z+t=1 ; 2z-2ytz=-1
T—y—2=1 r+2=0

3x+4y=3

44y +2z=12

r+y—2z=0 T4+y—22=0

© 2r+y=4 j. T—2y+2=0
r+2=4 —2z4+y+2=0

——
e— R 12 - " — "

JPSVICTEDIETNL: IV TV TR Gk v MCA SVt LotV

1 o 1 J_ 33 _____ L

15.4. Ecrire ’équation d’un plan de R3 passant par 3 points sous forme de déterminant.
15.5. Soit a un nombre réel et soit :
71 le plan passant par l'origine et perpendiculaire & = (1,2,0),
w2 le plan passant par (1,1, —1) et parallele & v = (1,0,a) et v = (0,1,3),
73 le plan passant par (%,O7 0), (0,2,0) et (0,2 4+ a,1).
Discuter en fonction de a la nature de 'intersection des 3 plans 71, w2, 73.
15.6. Un probléme italien de TARTAGLIA (16e siecle)
« Trois joyeux compagnons qui avoient deniers en bourse, s’entrefirent quelques questions, et dist le premier aux deux

63
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autres, si vous me donnez la moytié de voz ducas, j’auray ensemble avec ceux que je peux avoir de présent 20 ducas : le
second dist aux deux autres, si vous me donner le tiers de voz ducaz, j’auray ensemble, avec ceux que je peux avoir 20
ducas ; mais dist le troisiéme aux deux autres, donnez moy le quart de ceux que vous avez, et avec ceux que j’ay, j'auray
20 ducas aussi bien que vous : combien avait de ducas un chacun d’iceux ? ».

15.7. Un probleme de BACHET (17e siecle)

« Trois hommes ont chacun certaine somme d’écus. Le premier donne des siens aux deux autres autant qu’ils en ont chacun ;
en apres le second en donne aux deux autres autant qu’ils ont chacun; finalement le troisieme en donne aux deux autres
autant qu’ils en ont chacun : cela fait, chacun se trouve 8 écus. On demande combien chacun en avait du commencement »
(extrait des « Problémes plaisants et délectables qui se font par les nombres », publié en 1612).

15.8. Un probléme stupide (20e siécle)

Un pére a 25 ans de plus que son fils. Dans 7 ans, il aura 5 fois I’age de son fils. Que fait le pére?

15.9. Déterminer les inverses des matrices réelles suivantes

1 -2 1 2 3
A( 1), B=| 2 4 5 ),
2 —
2 5
Lo 0 1 2 0 0
1 V3
C = 0 — - D= 0 3 0 O
\% 12 ’ 00 2 1
0o Y2 2 00 0 3
2 2



Chapitre 16

Matrices : déterminants et inverses

16.1. Calculer les déterminants des matrices réelles suivantes, et leur matrice inverse quand elle existe :

b (11) w (20

5 5 o L2 s Lot
c) 1 2 3 ; d) 4 5 6 ; e)
6 7 9 2 4 8 42 10
-2 3 1 1
16.2. Montrer, sans développer de déterminant, les égalités :
be a? a? bc ab ca
a) det| b ac b2 =det| ab ca be |;
2 2 ab ca bc ab
a1+b1 az+by az+b3 a1 a2 as
b) det bi+c1 ba+ca bz+tcs = 2 det b1 by b3 ;
c1t+ay c2+a2 c3+asz c1 c2 C3
1 a b+c
c) det| 1 b cHa = 0;
1 ¢ a+b
a? bc ab
d) det| ba @ b2 = 0.
ca ab be
16.3. Calculer, le plus simplement possible, pour des matrices complexes :
a a a a
a a-—2>b a a
a) det a a 2a —b a .
a a a a—>b
a 1 1 1 1 1
1 a a? a* 1 a 1 1 11
1 b b vt 1 a 1 11
b) det 1 e 2 ; c) det .
1 d d% d* :
1 1 1 a
n colonnes
PP . - . . . - .
| [ c——\ o . [ —\ s | [ m— .
\ e / 7 \ “/ ’ o ——
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Chapitre 17

Fonction réelles de plusieurs
variables

17.1. Faites un schéma du plus grand domaine de la fonction et de quelques-unes des lignes de niveau (n et R sont des

constantes) :
fi(z,y) — 2z — 3y + 1; k:(z,y) — /16 — 22 — y2;
22 g2
g:(@y) = 5+ L (z,y) = In(z - y);
1
h: (z,y) — zy; m:(P,V)—T=—PV;
n
j:(z,y) — 5; n:(P,T)i—)V:nRF.
e S S
euitissss:
k) 9 9 ‘ i‘
—— | S—
a - — o i
L £ AY M 1 va AY 1 [ AY
———

17.3. En représentant le systéme d’axes oxyz, faites un schéma du graphe, de quelques lignes de niveau dans R? et des
lignes correspondantes sur le graphe pour la fonction

a) RZ2 » R: (z,y) — 2x — 3y + 1; d)RzaR:(m,y)»—)sin\/"m;
2 2

D)RZ S R:(2,9) 2= o + L iyt
9 4 -

c) RT xRt : (z,y) = 2z = zy;

17.4. La fonction suivante, considérée sur son plus grand domaine dans R?, est-elle continue ?

2 2
a) f:(z,y) — 22y® —sin(z +5); c) h:(z,y)— Tty .
1\ va L n ul 1 - L -lxl L
7 A T T J AR T T LIJ
iii i E . . “ . ] l l - o 1 l 7 7 b $
W‘ , 4
N - N \ e e \ e ad

17.6. Donner le plus grand domaine de la fonction et calculer les dérivées partielles premieres :

[ (@, y) = e siny; Ji(@,y,2) = /22 +y? + 22
g:(zy) = @ +92)e™™;  k:(z,y,2,t) = a® —y? + 22 — 2,
h:(z,y) — ecos@/v);

17.7. Si f(z,y) = cos?(x + 3y)?, que valent

of of m = of , m w
2 5, (007 P o337 9 5y %6 16
17.8. Si PY =nRT avec n, R constantes, que val:snt R
S A A LA A gy
oP ov oT oP oV oT oP
17.9. Considérons la fonction
p:RZ SR (z,y) = /22 + y2.
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0, 0
En quel(s) point(s) de R2 s’annule la dérivée partielle 8—/) ? Méme question pour a—p Donnez une interprétation géométrique
T Y

de vos résultats.

1= 10 D i AY 7 L2 2., 2 E’ Vi \ é’ ya \

i / ) =
17.11. Calculer toutes les dérivées partielles du second ordre des fonctions appliquant x sur
T — z z
a) Y ; b) y*; ¢) arctan — ; d) y?sin —.
Tty Y Y

17.12. L’équation d’onde en la fonction inconnue (z,t) — u(z,t) est de la forme

avec ¢ une constante. Montrer que pour des choix judicieux des constantes A, a et 3, la fonction (z,t) — Asin(az) sin(8t)
est solution de cette équation. Faites de méme pour la fonction (z,t) — A cos(ax — St).

17.13. Apres injection d’un produit, la concentration c(z,t) & l'instant ¢ en un point situé a une distance x du point
d’injection satisfait, d’aprés un certain modéle,

dc d%c
ot~ a2’
2
ol k est une constante. Pour quelle(s) valeur(s) des constantes a et b (exprimées en fonction de k) la fonction c(z, t) = t*e>® /¢
est-elle conforme au modele ?
1.~ 1 4 1 2L M 1] L Lo 21 M L L1
LW AN 2NN bin 7 2 2
7 C 77T T V L ]
L 2 hia Y h
%{) 77T v 2 2 U
AN hin} \ Z 2
N K ki
BR") Tn\.\ - h’)y : h() 3‘2 3")'
17.15. Calculer toutes les dérivées partielles quatriemes de la fonction
2 2 4y?
R* > R: (z,y) — €
(utilisez la symétrie en z,y de la fonction).
il s i - U PR I i -
O ———————
’ PN PRND7NE NI O .
K k
ey .
o 3 o AV L=
i) N T E— ’ - R — " R U T S T VRV
17.18. Calculer les dérivées premieres et les dérivées partielles secondes des fonctions :
f:R?2 SR (z,y) — 22 + 322 — 2%
g:R%2 =R (z,y) = 22 — 2zy + %
h:RT\{0} x R\{0} = R : (z,y) — In(zy?);
j:R%2 R (z,y) — cos(zy?);
™ T
k:Rx{yeR\VkeZ:yyé§+k7r}—>R:(x,y)»—>tg7;
)
I: (RM\{0}?2 = R: (z,9) = zlny + ylnz;
2
m:R2 5 R: (x,y)r—>x3y+ezy .
@i s———,
2 hin \ 2 o
fal L e L £ e e el 4 A 4 A 1 S A 1 1
* 1 1 Jﬂ‘ Lo 1] Lo AWA.N i A\ il i il N
el i - .
e
o2 Eiey J7 AN
7 o7 m
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VR e 34 Lo 1] L L i \ H 1l VRSN Y L Lo IAaNat\
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17.21. Pour p = (Z, 1) et le vecteur v de R? lié en p de composantes (3, 5), calculer la dérivée selon v de la fonction

FiRZ SR (z,y) — (cos(z - y))2.

17.22. Soit la fonction
iR S R:(z,y) —2? —ay—y?

et en chaque point (z,y) du plan le vecteur v de norme 1 lié en ce point et faisant avec le demi-axe positif ozt un angle
mesurant 5 radians. Calculer Dy f(z,y).
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D2 D \ o0
A4
VR A ra \ 1 2 g ] = 1 4+ ) FaY
i l i y . y
AN Y 1 L £ 1 e 1] L 1 L e e 1 L e L e 1 R
- - o . -
1 1 Lo L
. - i
ORI 1 ﬁ 11 Afﬁ, | * P2 PNl “ 1
P T Y ST NN LU PP TP | PN LTV TS P Y D= P17 VWP FE T ETNeR VAV PP S IR TR v NPT oM/ A o oL T e PP/ P P TN TS
P vy P
o4 falanya " ra L 10 hia N " 10 1. s N 17 1
[ o — — —— e ——— e
P S PN P PP P e . o
J b ¥ - vJJ\FUTIUT J - r A=A A=
pEn-ArN o L
N #
A 1 —
DL . = s L 12 S 2 I VAV NTaaY s e . e 12 2 Lol Fauiany 12 ol 2 &
- - - peiet - - o
STETOND: PPN S PAPSTTN PR PN DN DL VTPV L P L I TP P PSP O NP TP LU P T L PO 2 L)V HE 0N WTERVTNE WLV

17.26. Calculer la dérivée de la fonction
f:RZSR: (z,v) — z? — zy — 2¢°

au point p = (1,2) dans la direction orientée formant avec ’axe ox un angle orienté mesurant 60°.

17.27. Calculer au point (1,2, 1) la dérivée de la fonction

g:R® = R: (u,v,w) — u? — 3vw+5

7 . A . 7. N ™ . s 7
dans la direction orientée faisant le méme angle inférieur a ) avec chacun des demi-axes positifs de coordonnée.

17.28. Soit f la fonction
[R5 R (x,y,2) — e*Zsin(z + y).

Déterminez le gradient de f au point (2,—2,1).

17.29. Décrivez le gradient, en un point quelconque de R?, de la fonction

f:RESR: (x,y) — 5
g:RZ S R: (z,y) — 2;
h:R?2 > R:(2,9) — 2z + 3y;

1
j:R? —R:(z,y) — 5(1‘2+y2).

17.30. Faites un schéma dans un systeme d’axes de quelques courbes de niveau et quelques gradients de la fonction

f:R2 S R:(z,y) — zy.

17.31. Voici des lignes de niveau d’une fonction de R? vers R, avec mention des valeurs de la fonction. Dessinez une
estimation du gradient de la fonction aux trois points marqués.
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17.32. Soit la fonction f appliquant (z,y) sur % + % Apres avoir déterminé le domaine de f et la nature du graphe

de f, faites un schéma dans un systéme d’axes oxyz
- du graphe de f;
- de quelques lignes de niveau de f dans le plan oxy;
- des lignes correspondantes sur le graphe de f;
- de quelques gradients de f.

1= 9 12 12

- s 1 ll s s - ‘L. 1o 1o L i
o0 BN ~ 2 = 2
7 77 o *\ =977 y 7
2 7 2 b ra 2. -
i —o ~, - " — s aaaag ]
2 ya o2 =2
4
v N PR 1 " n Lol 2 1
o g g g - » s

Au point indiqué, dans quelle direction orientée la fonction augmente-t-elle le plus ?
a) f: B2 (2,y) > cos(z - ) au point (v, v/7);

b) f:R3: (z,y,2) — 3z — 2y + 5z au point (6,7, 8);

c) f:R3: (z,y,2) — 42?2 — y% + 322 au point (1, —2,5);
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Chapitre 18

Equations différentielles

18.1. Pour quelle(s) valeur(s) réelle(s) de a 1’équation différentielle en la fonction inconnue R — R : ¢ — y(t)

1) = (¢~ a(t

admet-elle la solution R
y(t) = Cert=y
ou C et r sont des constantes réelles données avec C' # 07

18.2. Trouver une équation différentielle du premier ordre admettant pour solutions les fonctions x — y = ax, ou a est
n’importe quel nombre réel.
18.3. Trouver une équation différentielle du premier ordre admettant pour solutions au moins toutes les fonctions y = y(z)
satisfaisant

z+a=¢e"y

pour une certaine constante réelle a.

P b=y S 2 1 L P o P - - S "

18.5. Sans résoudre I’équation, déterminer le lieu des points (z,y) ol la solution y = y(x) de I’équation différentielle
y' = zy — 1 atteint un minimum ou un maximum. Montrer que toutes les solutions ont un graphe dans R? qui coupe les
axes sous un angle constant.

18.6. Dans quelle région du plan R? les graphes des fonctions solutions de I’équation différentielle 3 = sin(z? + y?)
ont-ils une pente strictement positive ?

18.7. Quelle équation différentielle caractérise la famille des courbes d’équation y = Ciz + Cax?, ou C et Co varient
dans R?

18.8. Soit I’équation différentielle (z + y)dx + = dy = 0. Quel est le lieu des points appartenant aux courbes représentant
les solutions y de cette équation différentielle et en lesquels y’ vaut 2?7

18.9. Résoudre les équations différentielles du premier ordre & variables séparables :
a)y'\/1—22+2y=0;
b) (1 —y?)dy —yda = 0;
o) (1+y?)e+ (1+2%)y =0;
pour les équations suivantes donner de plus la solution particuliére satisfaisant yo = y(xo) :
d) (z—4)zy’ +y=0, w0=5 yo=-1;
e) (14+y)de—(1+x)dy=0, 20=1, yo=2.
18.10. Quelle est la courbe de R? qui représente une solution de ’équation différentielle y = In?z et qui coupe la
premiére bissectrice au point d’ordonnée égale & 17
t
18.11. Montrer que la substitution y = — réduit ’équation différentielle y(1 — zy)dz = z(1 + xy)dy & une équation a
T
variables séparables. Résoudre ’équation donnée.

18.12. Une capacité se décharge au travers d’une résistance. Sa charge ¢, fonction du temps ¢, satisfait

dg .
.
dt

ou l’intensité ¢ du courant est donnée comme suit en fonction du temps :

_49 _-t/rRC
RC

74
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Dans cette expression, qo, R et C sont des constantes (go désigne la charge a U'instant initial ¢ = 0, R la résistance et C la
capacité).

a) Exprimer ¢ en fonction du temps et des constantes de ’énoncé.

b) Les trois constantes qo, R et C étant positives, la charge augmente-t-elle ?

¢) Pour t tendant vers infini, la charge a-t-elle une valeur limite ?

18.13. Trouver la solution y = y(z) de I’équation différentielle

y' =1 +y?)a?

satisfaisant la condition initiale y(0) = 1.

AN Y iinm;

18.17. Déterminer la solution générale de I’équation différentielle

f_ Ty
z+6’

ainsi que toutes les solutions particuliéres prenant la valeur 3 pour x = 2.

18.18. Résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre :
a) ¥y + 2zy = 4z
b) (z = 2)y' =y +2(z - 2)%;

c) ¥y + ycotgx = 5e°°s”
d) zdy — 2ydx = (z — 2)e” dx;
A
e) — +3r=2.

do

18.19. Considérons ’équation différentielle

T
, et donner la solution particuliére par le point (57 —4) ;

(22 42z 450 —(z+)y=a+1.

a) Déterminer la solution générale de cette équation différentielle.

b) Combien de solutions particuliéres passent par le point (%, %) ? Déterminer toutes ces solutions particuliéres.
18.20. Résoudre les équations différentielles suivantes : lorsque des conditions initiales sont données, trouver les solutions
qui satisfont de plus ces conditions.

1
a) (1+a*)zydy = (1+ y°)dz; Dy + 2= =—, z0=4, yo=4;
2z T
Y T+ 1
by =3~ = ——; g) (1 —a)dy — y*dw = 0;

h) dp+ ptgfdd =0;
i) %y + (2 - 32%)y = 2®;

0y ~ 2 = @+ )

d) y' =0;

2 — 1 ) V1 —da?dy +2/1—y2de =0,
/I

e)y sy +1;
x

T ™
18.21. Résoudre ’équation différentielle 4y’ + ytgz = sin 2z, ot -3 <z < 3

P ——

i
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2
admet-elle une solution passant par le point (0, 7) ? Si oui, déterminer une telle solution ; est-elle unique ?

18.23. Résoudre les équations différentielles suivantes, en tenant compte des conditions initiales (CI) données :

a)y —ay=a’; DY@+ —2y=a+1
b)y,_gy:a:—i—l (CL:z0=yo=0);
olla€R\ {0)): Wyt Lo L
’ 2y 3 2 ve
C)y7x+1:(x+1)(; (CL:zo=yo=4);
1-—2z 1) 23y + (2 — 322)y = 2®;

d)y +—5—y=1;
x cos T

m) y' + ycotgx = He

e) y cosz +ysinz =1; (Cl:zo =73, yo=—4);
’ _ . 1
Dy +y=c; n)y/+ycosx:§sin2x
/ p— .
8 ~yige = cosz; (CL: 20 = yo = 2);
2
h)y/——y:x%z; 0) yy' —zy® —z =0.
z
i) oy + 4y = x;

18.24. Déterminer la solution générale et, lorsque des conditions initiales sont données, la solution correspondante des
équations différentielles suivantes :

a) (2 —ya®)dy + (y* + zy°)dz = 0, Ny —Zy=ea", ouneN;
x
0 =0 =2; k) z(1 — 23)dy + (222 — 1)y dz = azdx,
eiindliy L R oua € R\ {0};
i 2 / o o3 o
N / 2 2 . T =g 7
g o J \ 7
p——— ——— N
d/ vl 3 P,
Srm———

2z 2z
n) ye“*dr — (1 +e**)dy =0;
e) y +ycotgx =sinx; )y ( Yy

- \ WL S N B
Qv'th’ X e NI R S S P R S N Ry
g) v +ytgr =séc’x; q) tgzsin? y de + cos? z cotgy dy = 0;

h) ¢ —ysécz =1; 1) 3e® tgydz + (1 — e¥)séc? ydy = 0.
) (et + Dy + (% - Dy =
1+ z2

18.25. Résoudre 'équation différentielle en la fonction inconnue ¢ — y(t)

d
d—:;/(t) + y(t) = max(sin 3t, 0).

18.26. Soit I’équation différentielle

d
el +y f(z) =sinz.
dx
a) Déterminer la fonction f pour que cette équation admette comme solution la fonction cosinus. Dans la suite, nous
travaillons avec cette fonction f.
b) Quelle est la solution générale de I’équation différentielle ?

T
¢) Quelle est la solution particuliere qui admet un extrémum pour z = 1 ?

18.27. Quelle est la fonction solution de ’équation différentielle (:z:2 + y2)da: = 2zy dy et dont le graphe coupe la droite
d’équation y = x + 3 au point d’abscisse égale & —27

18.28. Un certain mélange est formé d’un composant qui résiste au temps, et d’'un autre composant qui se volatilise
& une vitesse proportionnelle & la quantité de mélange présente & ’instant considéré. Si C; est la quantité présente du
composant constant, Co celle du deuxiéme composant a l'instant ¢ et k£ le facteur de proportionnalité, exprimez C2 en
fonction du temps ¢ et des constantes C1,C2(0) et k. Représenter graphiquement C2 en fonction du temps.

N - 2 . - . . , .
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18.30. Désignons par C(t) la quantité d’un certain médicament présente dans le sang d’un patient a linstant ¢. Ce
médicament est éliminé par lorganisme. Admettons que la diminution de la quantité C(t), sur l'intervalle de temps
[t,t + h], c’est-a-dire C(t + h) — C(t), soit approximativement égale & —k C(t) h, ol k est une constante dépendant du
médicament.
Supposons d’abord qu’une seule injection soit faite au patient, disons & I'instant ¢ = 0, d’une dose Cy du médicament.
a) Le modele considéré conduit & un probléme de Cauchy sur la fonction C' = C(¢). Résolvez-le et faites un graphique
de C en fonction du temps.

2
b) Montrez qu’a linstant ¢t = % environ 63% du médicament a été éliminé, et au temps t = — environ 87%.
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18.33. Quelle est la solution générale de I’équation différentielle
" / x
y -6y +9y=x+ €7

Déterminez toutes les solutions particuliéres y telles que y(0) = 2.
v i—— . " . S S S C——r -

PR DY . 2 o
r - p- 7 g
yal L 2 L 17 11 I 12 1 1 rd L 12 11 1 Ry
. Geeipiiom ”
o . e L Sonnusnimeth - mjném\oo- -j 11 VRS DR T - 2 - >3
18.35. Résoudre les équations différentielles :
b) y?/ —y =sinz;
N 2 ,
77 i o/ 2 AN V7> YA o o
7T o ¥ 7 )

iii - “ . ‘ - ii . /// 4 /
I; “‘ i “ E iy LU o // 4 Z
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18.37. Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :

a)y’ —2y =0; h) y’ +y +y=0;

b) y’ — 4y +4y =0; i)y +2y +y=0;

)y’ — 4y +3y=0; Dy’ =2y —8y=0;

d) 2y —y' =0; k) vy — 7y’ + 10y = 0;
e) y’ — 4y =0; Dy +4y" +5y = 0;

)y’ +y —12y =0; m) y" —4y" + 13y = 0;
g) Yy +4y=0; n) y" — 4y’ 43y = 0.

18.38. Déterminer la solution particuliere des équations différentielles suivantes répondant aux conditions initiales

indiquées :
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a) y” + 10y’ + 16y = 0, zg =0, yo=1  yy=12;

b)y”fﬁy’+10y=0, $0:0, yO:L y6:4;

)y’ +9y=0, o = 3, yo =1, Yo = 1.
18.39. Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :
a) Y’ — 6y’ + 13y = 39; m) y’ +y = cos 2z
b) y" + 2y + 8y = 42% — 6z — 3; n) y”+4y_s1n2z—6052$
o)y’ —2y —3y=2x+1; O)y +y—x
d) " + 9y = 9e3% ; p) Yy 7y_s1nzvchS:B;
e) y"” =2y +y=6e”; Q)y”+5y’+4y:3—2w;
f) y" =5y + 6y =e " )y’ +2y +2y = a® +sina;
g)y”—y’—Sy:eh; s) y’ —9y7x+e2w—sin2x
h)y”716y:2674z; t)y 73y +2y—2$ JrlJrE
i)y’ — 2y + 5y = 10sinz; T
i)y’ — 5y + 6y =—3sinx; )y +y = —2sinz +4cosx;
k) y"” — 5y’ + 4y = —2cosx + 8sinx; ) : —
1) v — 2y’ + 2y = cos 2z x) y" — 6y’ +9y = e32.
18.40. Déterminer la solution particuliére des équations différentielles suivantes répondant aux conditions initiales
indiquées :

)y”+3y’+2y:x2+4x+8, zo =0, yo=1, Yo =2;

b) y” —dy + 4y = € +2?, z0=0,  y=0, Yo = 0;

)y’ — 2 —3y=2z+1, 20=0, =13,  yh=-2;

d) vy + 4y = 2 cos 2z, zg =0, yo =0, y{):%.

18.41. Déterminer la courbe de R? représentant la solution des équations différentielles suivantes et répondant aux
conditions imposées :

a) y”’ — 2y’ + 2y = 2sinuz, courbe dont la tangente & l’origine est ’axe des abscisses ;
b) vy — 2y’ = 2z, courbe dont la tangente au point (0, 2) est parallele & 'axe des
abscisses ;
N/ o/ O Q'ﬁ AN 1 " IR A Seinnt
m————
oA\ 1 L 4] L L /0 1\ L 2 1

T
d) 1.y"” +4y = 3cosz, courbe(s) passant par les points (0,0) et (—,0);
2. y" + 4y’ = sin 2z, 2
T 9
e) y"” + 4y = sin 3z, courbe passant par les points (0, 2) et (4 ;Of)
18.42. Sous quelles conditions sur les nombres réels a, b, c I’équation différentielle ay’’ + by’ + cy = 0 n’admet-elle que
des solutions périodiques ?
18.43. Déterminer ’équation différentielle du second ordre linéaire homogene a coefficients constants, dont la solution
générale est y = Ce™* cos(2z + ), ou C et ¢ sont des constantes d’intégration.

1.0 4 4 DL e 1 rd el Jﬁ" oo 11 o & - el | A s 1o 1o rd 2 — -
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pal L 1 1 L (e D
2Ll L A AN 2 / o Fa¥ /L g n g Fat
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o 2 o o T | e .
” iy e Sy - =
18.45. Soit I’équation différentielle 3" + 2y’ + my = 12z2e~ 2.
4 _—x

a) Déterminer la constante réelle m de maniére que y = z*e~ soit une solution particuliére de cette équation.

b) Déterminer ensuite, pour cette valeur de m, la solution générale.

¢) Quelle est la solution particuliére qui passe par les points (0,0) et (1,1)?
18.46. Soit 1’équation différentielle v — 4y’ + 4y = f(z).

a) Déterminer f(x) pour que y = 4x2e2? soit solution de cette équation.

b) Déterminer ensuite la solution générale.

¢) Déterminer la solution particuliere dont le graphe est tangent a la premiere bissectrice & 'origine des axes.
18.47. Déterminer les fonctions nulles a 'origine et telles que leur dérivée premiére soit égale & I'opposé de la dérivée
seconde.
18.48. Quelle est la courbe de R? passant par l’origine et admettant en chaque point une pente égale au triple de I’abscisse
du point ?

1
18.49. Quelle est la courbe de R? passant par le point (57 2) dont la pente en chaque point est proportionnelle au carré

de Vordonnée du point ?
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18.53. Le mouvement d’une masse M suspendue & un ressort de coefficient d’élasticité k est dans le vide déterminé par
I’équation
d?y

M
dt?

+ ky =0.
Déterminer ce mouvement et sa période s’il est périodique.
Si le mouvement a lieu dans un milieu tel que les forces de frottement soient proportionnelles a la vitesse, ’équation devient

d?y  dy
MEZ 1 Ly =0
a2 -‘rrdt + ky

ou 7 est le coefficient de proportionnalité. Déterminer le mouvement en prenant comme conditions initiales t = 0, y = A,
y’ = 0 (discuter suivant les valeurs de M, k et r)

2 20 L IS L I 1.
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18.54. Le mouvement d’un pendule simple de longueur [ oscillant d’un petit angle 8 dans un milieu ou la résistance est
proportionnelle a la vitesse est caractérisé par I’équation

d2o o g
— +2k— + Z60=0.
dt? + dt + l

Déterminer le mouvement a) pour k =0; b) pour k # 0.

df
Discuter, dans ce dernier cas, en prenant comme conditions initiales 8 = g et T =0ent=0.

18.55. Etudier la solution générale de I’équation différentielle du mouvement harmonique amorti

d?z dx
— 4+2%k—4n?=0
dit? dt
ot
dans les cas N2 < k2, 12 = k2, 12 > k2. (ikiiihenbileniionbsielioesiioiioiohsotmrbchssbciaioriiooolimtosidihitor ittt aih
¥ 1 1 ﬁ‘ 1 1.2 11 1 17 211 L i i 4 /w Lo 1 1 . 22 ] 1 17 ﬁl 1o 1 1\

18.56. L’altitude y d’une pierre, de masse m, lancée verticalement (vers le haut) dans Dair, vérifie ’équation différentielle

k
Yy = —mg — —y ol g et k sont des constantes strictement positives.
m
a) Calculez l'altitude de la pierre en fonction du temps, si sa vitesse initiale est vg (y’(0) = vp).
b) Déterminez la vitesse vg pour que l'altitude maximale de la pierre soit A.
[-,-,,\,..,, 5i L'on NOTE T LE TEMPS AVQUEL LA VITESSE DE LA PIERRE ATTEINT §on  ALTITUDE M»x“m._g. oNA 7'”1,
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Chapitre 19

Intégrales multiples

19.1. Donner la valeur des intégrales suivantes :
a. [[,3dedyon D={(,9) ER?t.q —2<a<2et—5<y<1};
b. ffD —2dzdy, ot D = [0,3] x [-2, —1];
c. [[,dedy, ot D= {(z,y) €R? t.q. (z—4)%+ (y—3)? <9};
d. ffDmdxdy, ou D =[-1,1] x [0,3];

e. ffD($+y)dxdy, ole:{(:z:,y)E]R2 t.q. m2+y2§36}.
19.2.
a. ffD(r+y)d:rdy, ot D =[0,1] x [0,1];
b. fszsinydzdy, ou D =[0,1] x [0, 7];
c. ffD (x +y)? dzdy, ot D est la région bornée du plan délimitée par les trois droites d’équations respectives x = 0,
y=0,z+y=1;
d. ffD y2dxzdy, o D est la couronne circulaire délimitée par les cercles de centre (0,0) et de rayons let2;

e. ffD (2 4+ y?)dzdy, ou D = {(x, y) ERZ t.q. r2 <224+ y2 < r%} avec des constantes réelles ri,r2 telles que
0<r; <ra; [rovne:

f. ffD ydzdy, ou D = {(z,y) ERZtq 22 —y2<1let |y < 1} 3 U'EaaTion %_%:\ (03 n/b>0) PESIENE LES BRANcHEs D'MVPERBOLE
ffD zdzdy, ou D est le triangle plein de sommets (0,0), (1,1) et (0,1).
ffD m dz dy, ot D est la couronne circulaire délimitée par les cercles de centre (0,0) et de rayons 1 et 2;

i. ffD ﬁ dz dy, ou D est ’ensemble des (z,y) vérifiant r% <zZ4y? < 7'3, avec r1,r2 nombres réels tels que
0<nry <'r2 ;
j- ffD(:r:Q +y2)dady, ot D est défini par 22 + y? < 8z;

k. fwa/l—:ﬂ—y?dmdy, oll D est défini par zy < 0 et 2 +y2 < 1.
1. ffD\/l—xQ—deJ:dy, oﬁD:{(x,y)€R2 t.q.xz<yet x2+y2§y};

m. ffD 22y3 da dy, ot D est le triangle plein de sommets (0, 3),(2,1) et (3,5).

19.8. Si f est une fonction continue de D = [0, 1] X [0, 1] vers R & valeurs toutes positives ou nulles et ffD f(z,y)dedy =0,
faut-il que f soit la fonction nulle sur D 7

19.4. Soit S la surface de R3 d’équation z = 2 — x2 — y2. Faites un schéma de cette surface en dessinant aussi le systéme
d’axes. Calculez ensuite le volume de la région située entre le plan d’équation z = 0 et la surface S, au dessus du plan
z = 0. (Indice : utiliser une intégrable double en coordonnées polaires.)

ya P L 1
Y] T T

19.5. Calculer, a ’aide d’une intégrale double, laire » de la région bornée de R?

a. délimitée par les paraboles d’équations respectives y2 = 10z + 25 et y?> = —6x 4 9;

DT . . Lo N . L PR o P s
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c. ne contenant pas l’origine et délimitée par les courbes d’équations z2 4+ y2 = 4 et = = 1 respectivement ;

délimitée par les droites d’équations § = 0 et 6 = % en coordonnées polaires, ainsi que par I’arc de cercle de rayon

1 centré a lorigine et intercepté par ces deux droites.

19.6. Calculer par intégrale double le volume de la région bornée de R? délimitée par les deux cylindres d’équations
respectives 2 + y2 =1 et 22 + 22 = 1.
19.7. Déterminer
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a. fffD(:L“erJrz)dxdydz, si D=[-1,1] x [-1,1] x [-1,1];
b. [[[,5dzdydz, si D = {(;C,y,z) ER3 g (- 124 (y—2)2 4 (2—3)2 < 1};
c. [[f,dzdydz, si D= {(2,y,2) €R®t.q.0<2<1,0<y<1L,0<z<leta®+y?+22 > 1}
19.8. Calculer, par réduction a des intégrales simples,
a. fffnyzdwdydz,oﬁD:[O,l]><[071]><[0,1];
b. fffD ydadydz, ou D est la région bornée du premier octant de R? limitée par le plan d’équation z 4 2y + 3z = 1.

19.9. Quelles sont les coordonnées cylindriques du point (—1,1,2) de R3?
19.10. Quel est le point de R dont les coordonnées sphériques sont (10, 7/2,7/4) ?



Chapitre 20

Optimisation a deux variables

20.1. Déterminer les points critiques de la fonction f définie par

flz,y) = (z - Dy(y —z)

et déterminer leur nature (min, max, ni min ni max).

20.2. Calculez le volume de la plus spacieuse boite de forme parallélépipede rectangle dont trois cotés sont sur les axes,
dont un coin est l'origine du systéme d’axes orthonormés Oxyz et dont le coin opposé (z,y, z) est dans le morceau de plan
d’équation
3L Y, 2
{@y.2) e ®PIZ+2+ =1}

20.3. Déterminez les extrema locaux et globaux des fonctions suivantes :

a. f:R?2 =R, (z,y) — a3 —y3 + 322 + 3y% — 9z

b. f:R%2 =R, (x,y) > x3 +y> +3zy +43
CfiA(z,y) ERz >0,y >0, +y <1} = R, (z,y) — 23 —3y2 +z—2y—1
cfiA(zy) Rz >0,y > 0,2 +y <1} = R, (z,y) = 23 —3y2 +z -2y — 1

e}

[oW
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Chapitre 21

Complexes

21.1. Effectuer les opérations

a)  (1414) + (3 —2i) — 44 e) (1—-14)3
b) (2 3i)(3 — 2); ]
CRCEUCER) O
Q) (B+20)% DR

) ()"

21.2. Calculer les racines carrées de :
; ) —5 — 123;
b) 504 d) —21 + 20s.

21.3. Résoudre dans C les équations suivantes.

a) 6z —-12z4+7=0; f) zt-1=0;

b) 2z*+22-1=0; g) x>+2l+z+1=0;
c) z?2—z(4—-i)+5+i=0; h) 22— (24 3i)z +6i =0;
d) 2?2+z+3vV2i=0; j) 23—-1=0;

e) 22— (4£2)x+124+4i=0; k) z*-3zx2-4=0.

21.4. On considére ’équation :
23— (148i)2%2 — (15— 8i)z + 15 =0.
a. Cette équation admet une racine réelle. Quelle est cette racine ?

b. Rechercher toutes les racines de cette équation dans le champ des nombres complexes.

21.5. Calculer en se servant de la représentation polaire
1) (3+3i)(=1+iV3);
2) (=2 - 2iV3)/(—1 + v3);
3) (=1 +1iV3)'0;
4) les racines carrées de 3 — 4i;
5) les racines cubiques de 1+ 7
6) les racines cubiques de 2 + 2v/3i;
7) les racines quatrieémes 1 + iv/3;
8) les racines sixiémes de —27i.

21.6. Soit les ensembles A, B et C' formés respectivement par les nombres complexes z satisfaisant
=2/ <1, |e—i|<2 et |z — (2+20)| < 2.
Représenter géométriquement ces ensembles dans le plan de Gauss.

21.7. Démontrer que deux nombres complexes non réels sont conjugués ssi la somme et le produit de ces nombres sont
réels.

21.8. Soit z =1 — iV/3.
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a. Que vaut z°7?
b. Déterminer le plus petit nombre naturel strictement positif n tel que z™ soit réel.

c. Montrer qu’aucune puissance de z n’est imaginaire pure.

21.9. Trouver toutes les solution complexes de ’équation
2(z — 2)% = 8z.

Représenter ces solutions dans le plan de Gauss et montrer que les points obtenus sont situés sur un cercle. Donner
I’équation de ce cercle.

21.10. Trouver tous les nombres complexes z tels que z2 soit une racine carrée de z.

1 —1
21.11. Ou est 'erreur dans le raisonnement suivant 7 Partons de ¢ = i; donc v/—1 = v/—1. Comme —1 = — = R on

—1
-1 1 V-1 1 ; 1
a4/ — = 4/ —. Il en résulte que = i et - =, dou 2 =1.
-1 V1 v—1 1 i

21.12. Combien existe-t-il de nombres complexes z tels que 26 = 37 Donnez les modules et les arguments de tous ces
nombres.

21.13. Comment se simplifie I’équation a3 — 3iz2 — 3z — 7i = 0 si on y remplace x par x + i ? En déduire les trois
racines de ’équation initiale.



