Intégrales multiples

(Syllabus Chapitre XVII, parties 1 a 4)
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Définition et motivation Heuristique

Rappel sur les fonctions f : R — R

Soit f : A ¢ R? — R une fonction
continue. Son graphe est une sur- -
face de IR3, d’équation

z="1(xy).

Une fonction continue f: A c RZ > R (ouf:ACR" >R, n>2),
délimite de la sorte un volume particulier de l'espace IR® (ou R"1): le
volume situé entre le graphe de f et le plan horizontal z = 0.

Ce volume se compose d'un morceau situé au-dessus du plan
horizontal (en les points (x,y) ot f(x,y) > 0) et d'un situé en-dessous
(si f(x,y) <0). En les points (x, y) tels que f(x,y) =0, la surface de f
intersecte le plan {z = 0}.

Comment calcule-t-on le volume de la région située entre le graphe
de f et le plan {z = 0}? Avec des intégrales a plusieurs variables.
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Une définition peu rigoureuse

Soit A un ouvert de R? et f : A — R une fonction continue. On appelle
intégrale (de Riemann) de f sur A, notée:

ﬂ x,y)dxdy

le volume algébrique de la région comprise entre la surface
d’équation z = f(x, y) et le plan horizontal z = 0.

Précisément: l'intégrale de Riemann de f sur A est donnée par:

ﬂA f(x,y)dxdy =vol(ST) - vol(S7)

ou vol S* représente le volume des ensembles ST et S~, ol f est
respectivement au-dessus du plan {z = 0} ou en-dessous:

St = {(X,ylz) t.q. boy) €A, et )} S = {(X,y,z) t.q. (xy) €A, et }

0<z<f(xy f(x,y)<z<0
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Un cas particulier: l'aire d'une région

Regardons un cas particulier : pour A C IR?, considérons la fonction

constante égale a 1: f(x,y) = 1 définie sur A. La région sous le graphe
de f est:

{(x,y,2) t.q. (x,y) e Aet z€[0,1]}.
C’est un solide dont la base est A et dont la hauteur est 1. Son volume
est donc égal a l'aire de A (multiplié par 1). En particulier:

Si A CIR? JI 1dxdy représente l'aire de A.
A

Exemple

Soit A := [0, 1] x [0, 7/2]. Alors

_H. ldxdy = Aire(A) =1 x T
A 2

C’est l'aire d’un rectangle.

N2



Comment calculer des intégrales multiples?

Contenu de la section

Comment calculer des intégrales multiples?



Comment calculer des intégrales multiples?

Une différence importante

La différence fondamentale entre intégrales doubles et intégrales
d’une fonction d’une variable réelle est qu’il N’y a plus de méthode
systématique pour calculer les intégrales doubles. Notamment car la
notion de primitive n'a plus de sens pour une fonction de deux
variables.

Nous allons voir deux méthodes principales pour calculer des
intégrales multiples qui marchent dans la plupart des cas:
intégration une variable aprés l'autre (le théoréme de Fubini) et le
changement de variables.
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Domaines verticalement simples

Sur certains domaines, le calcul d'intégrales doubles se raméne a
deux calculs d’'intégrales a une seule variable a la suite:

Un domaine A C IR? est dit verticalement simple s'il existe a,b € R et
des fonctions g1, g5 : [a,b] — R telles que

A= [(X:y) €eR’tq.x€lablg(x)<y< gz(X)}'
Le domaine est horizontalement simple s’il existe c,d € R et des
fonctions hq, hy : [c, d] — IR telles que

A={(xy) € R ta.y e dl h(y) s x < ha(y)}.
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Exemples de domaines verticalement simples

Les domaines suivants (la région en vert) sont verticalement simples:
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Un domaine de R? est donc verticalement simple s’il est compris
entre les droites d’équation x = a et x = b et les courbes des
fonctions y = g1(x) et y = g>(x). Méme chose en échangeant x et y
pour “horizontalement simple”.
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Intégrer sur des domaines verticalement simples

Théoréme (Théoréme de Fubini, version faible)
Soit A C R et f: A — R continue et bornée.

> SiA={(xy)eR?tq. x€a,b]g(x) <y < ga(x)} est
verticalement simple, alors

JL f(x,y)dxdy = Lb(Li:) f(x,y) dy) dx.

> SiA= {(x,y) eR?t.q.y€cd],hi(y)<x< hz(y)} est
horizontalement simple, alors

ﬂA f(x,y)dxdy = fd(ﬂz) f(xy) dx)dy.

Dans le cas d'un domaine verticalement simple on calcule donc
d’abord l'intégrale en la variable y, en considérant que x est une
constante. Le résultat est une fonction de x qu’on l'intégre alors pour
x allant de a a b pour trouver HA f(x,y)dxdy.
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Exemple

» On retrouve laire d'un rectangle A = [a, b] X [c, d]: c’est un
domaine verticalement (et horlzontalement') simple et donc

Aire(A H ldxdy = J (J;dldy)dx:Lb(d—c)dx

=(b-a)(d-c).

> Sif(x,y) = x2y?, son intégrale sur [-1,1] x [-1, 1] (qui est
horizontalement simple) est donnée par:

1/ ,1 1 1
J] f(x,y)dxdy_f (I x2y2dy)dx—f xz(f yzdy)dx
A il il -1
2,, 2 2_4
f_l 3 ¥T3%379

Faites attention a l'ordre de dx et dy, qui indique l'ordre d’intégration!
Quand on calcule (par exemple) une intégrale en y, on considére que
x est une constante dans f(x,y) (et inversément). S’ily a des facteurs

T PO P T P R T I D EA T A
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Rappel — Définition: Coordonnées polaires

Soit P un point du plan R?. Ses coordonnées polaires (p,0) sont
définies comme suit:

> o est la distance du point P a l'origine: p = |P —(0,0)|

> O est l'angle entre la demi-droite OP et l'axe des abscisses.

Dans ce cas p est un nombre positif ou nul (il est nul seulement pour
l'origine) et O est un angle qui parcourt [0, 27([. Tout point du plan est
uniquement représenté par un couple (p, 0) ot

p=0 et 0€l0 27
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Rappel — lllustration
Dans le cours de géométrie nous avions noté les coordonnées
polaires (r, 0):

e

Les deux notations (r, 0) ou (p, 0) sont valables et décrivent les
coordonnées polaires. La relation entre coordonnées cartésiennes
(x,y) et polaires (p, 0) est la suivante:

x =pcos(0) y=psin(0).
On a alors:

02 =x2+y2.
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Intégrales doubles en coordonnées polaires
L'intérét des coordonnées polaires est de calculer plus facilement de
nombreuses intégrales.

Soit A C IR? un ensemble. Lorsque les coordonnées (x,y) décrivent les
points de A, on note B C [0, +00[X[0, 27| l'ensemble décrit par les
coordonnées polaires (p, 0) des points de A.

Résultat
Soit f: A ¢ R? = R une fonction continue et bornée. Alors:

JIA f(x,y)dxdy = —U'B f(pcos(@),psin(e))pdpde'

Autrement dit: pour calculer une intégrale en cordonnées polaires,
on:

1. remplace x et y par pcos(0) et psin(0),
2. remplace le domaine d’intégration par B, et
3. on remplace dxdy par pdpd6.

Attention a ne pas oublier le p en plus dans pdpdO!
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Application: calcul du volume de la boule unité de IR?

Soit A = {(x,y) eR%tq x°+y?< 1} le disque fermé unité dans R?.
Soit f la fonction:
f:A>R,  f(xy)=v1l-x2-y2

La région comprise entre le graphe de f et le plan {z = 0} est la
demi-boule supérieure et son volume vaut HA f(x,y)dxdy.

Alors ZﬂA f(x,y)dxdy est le volume de la boule de centre O et de
rayon 1.
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Exemple (Suite)

A est un disque de centre O et de rayon 1: les coordonnées polaires
(p, ) de ses points décrivent donc 'ensemble 0 <p <1et 6 € [0,2mn].

Comme x? + y? = p? on écrit alors:

2 f(x,y)dxdy =2 1-p2pdpdBO
Wy =2 ff - Ji-eece
1 27
:2j 0 1—p2(J d@)dp
0 0

1
:4KJ p+/1—p2dp.
0
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Exemple (Suite)

Le volume de la boule unité vaut donc:

1
V= 4T(J\ p+/1—p2dp.
0
Cette intégrale se calcule en posant p =sin(t), avec t € [0, 5]. Alors
dp = cos(t)dt, et comme t € [0, 5], /1 — p2 = cos(t). Ainsi:

f p+/1—p2dp= J sin(t) cos®(t )dt———[cos )]EZ%

Pour la derniéere intégrale, on peut soit remarquer que
(3 cos3(t))’ = —sin(t) cos?(t) soit faire le changement de variable
u = cos(t).

Le volume de la boule unité est donc en fin de comptes:
47
V=
3
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Remarque
Dans le calcul précédent, nous avons écrit:

1 27
J'J‘ 1ll—g)zpdpdezj 0 l—pz(f d@)dp.
[0,1]x[0,2x[ 0 0

Nous avons encore une fois utilisé le théoréme de Fubini sur le
domaine [0, 1] x [0, 27| qui est verticalement simple (car c’est un
rectangle).

Dans ce cas encore on peut calculer les intégrales dans 'ordre qu’on
préfére: on choisit en général toujoujours celui qui simplifie le calcul.

Nous pouvons toujours utiliser la notion de “verticalement simple”
méme lorsque les variables s’appellent p et 0, et donc intégrer une
variable aprés l'autre. Ici l'interprétation géométrique n‘est pas la
méme que pour les coordonnées cartésiennes, donc nous dirons
plutdt “simple en la coordonnée p” ou “simple en la coordonnée 0”.
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Encore un exemple

Soient 0 < R; < R>. On va montrer que

1 R;
- — 2ninl 22
.HA X2+ y? dxdy =2n n(Rl)

ol A= {(x,y) € R? tels que Ry < /x2 +y2 < Rz} est la couronne

centrée en O comprise entre les rayons R; et R>.

Par définition, les coordonnées polaires des points de A vérifient:
Ri<p<R, et 6€][02mn].

En écrivant l'intégrale en coordonnées polaires il vient donc:

Jj 1 1 2 rReq
—dxdy:ﬂ ~od de:f U ~d )de
A X2 +y? 0€[R1,R2],0€[0,27([ Pzp b 0 R, P b

_ LG(m(Rz) “In(Ry))d0 = zmn(%). |

1
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Comment savoir quand utiliser les coordonnées
polaires?

Dans les deux exemples précédents on pouvait le deviner car
'expression x2 —i—yz apparaissait dans la fonction a intégrer. On pense
alors dans ce cas a la remplacer par p2 = x? +y2 ce qui fait
naturellement apparaitre des coordonnées polaires.

On peut aussi penser aux coordonnées polaires dans le cas ol
'ensemble d'intégration s’exprime facilement en ces coordonnées.
C’était le cas du disque de centre O et de rayon 1 (représenté par
0<p<1letOe[0,2n[) et de la couronne.
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