Intégrales multiples 2

(Syllabus Chapitre XVII, parties 5 a la fin)
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Propriétés

Théoreme

Si A C R? est un domaine borné, et f : A — R est continue et bornée,
alors f est intégrable et HA f(x,y)dxdy existe.
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Proriétés

Comme dans le cas des fonctions d’'une variable, nous avons des
propriétés d’additivité :

Résultat

Sio,peRetf,g:A— Ralors

[rma L vsf]

Si A, B C IR? sont des ensembles bornés, et ANB = (), alors

Jar=ILre JLr

Attention, si A et B ont une intersection non vide, ceci n‘est plus vrail
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Rappel

Soit A € R? un ensemble. On note B C [0, +oo[x[0, 21([ 'ensemble des
valeurs prises par les coordonnées polaires (p, 0) des points de A.

Résultat
Soit f: A ¢ R? — R une fonction intégrable (par exemple, continue et
bornée sur A). Alors:

jJ;\ f(x,y)dxdy = jJ; f(PCOS(e),pSin(G))pdpde_

Cette propriété permet de calculer des intégrales en les écrivant en
coordonnées polaires.

Dans un changement de coordonnées il faut: ne pas oublier le p dans
l'élément de surface pdpdO, changer le domaine d’intégration en B et
changer x et y en pcos(0) et psin(0).
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Systémes de coordonnées

Rappelons qu’un systéme de coordonnées sur une partie du plan est
une bijection entre ce sous-ensemble et une partie de R?.

“Bijection” signifie que tout point du plan est uniquement représenté
par un couple de nombres dans R2.

En présence de deux (ou plusieurs) systémes de coordonnées, chaque
point du plan posséde donc deux (ou plusieurs) paires de
coordonnées.

Exemple

Le point du plan représenté par (x,y) = (-1,0) en coordonnées
cartésiennes est aussi représenté par (p,0) = (1,7) en coordonnées
polaires.
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Changement de coordonnées

On note (u, v) des coordonnées quelconques (par exemple polaires), a
valeur dans une partie B du plan.

Le passage de (u, v) aux coordonnées cartésiennes (x,y) fournit une
bijection. Elle est appelée changement de coordonnées.

Ceci signifie qu’on peut écrire les coordonnées cartésiennes
(x,y) = F(u,v) ol F est une fonction de B C R? dans R?. Ainsi:

(xy) = F(u,v) = (Fi(u,v), Fa(u,v)).

Ici F1,F> : B — R sont les fonctions donnant respectivement x et y en
fonctionde u et v:
x=F(uv) et y=F(u,v).
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Changement de coordonnées

Exemple (Coordonnées polaires)

Elles sont définies pour (p,0) € B =]0, +co[x[0, 27/.
Comme x = pcos(0) et y = psin(0), la fonction
F: (p,0) €]0, +-c0[x[0, 21 [ R? est:

F(p,6) = (pcos(8), psin(0) ) = (F1(p, 6), F2(p, 0)).
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Changement de variables dans une intégrale

Résultat
Soit A C R2. On suppose que tout point de A a des coordonnées (u, v)
(autres que les cartésiennes) dont les valeurs décrivent un ensemble
B quand (x,y) décrit A. On note

(0 y) = F(u,v) = (Fi(u,v), Fa(u,v))
le changement de coordonnées.

Soit f: A — R continue. Alors l'intégrale de f sur A se calcule comme:

—[f f(x,y)dxdy = jf f(Fl(u,v), Fz(u,v)) |detJacF(u,V)|dudv.
A B

Dans cette formule, |detJac F(u,v)| désigne la valeur absolue du
déterminant de la matrice Jacobienne (la matrice des dérivées
partielles de F). Il faut donc remplacer x par F1(u,v), y par F>(u,v), A
par B et dxdy par |detJac F(u,\,)|dudv.
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Exemple (Coordonnées polaires dans IR?)

Pour les coordonnées polaires le changement de coordonnées est

F :]0, +-00[x[0, 27t([— IR? donné par

F(p,0) = (pcosB,psin®) < Fi(p,0)=pcosO, F>(p,0)=psin6.
Alors:

oF; oFy .

To cos(0) 20 = —psin(0)

oF> . of>

T =sin(0) 20 = pcos(0).
La matrice Jacobienne est ainsi donnée par:

cosO —psin©
Jack(pe) = (sin 0 ppcose )
dont la valeur absolue du déterminant est:
‘detJacF )0 | = |cos )-pcos(0) — (—psin(@)).sin(8)| =0
Ceci explique pourquoi on a pdpd6 dans la formule:

JJ:\ f(x,y)dxdy = JL f(PCOS(e),psin(G))pdpde_
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Remarques

» En faisant le changement de variables n‘oubliez pas de changer
le domaine de définition des nouvelles coordonnées

> Ici, F: A CR?Z - R? est une application de deux variables a
valeurs dans R?, car nous parlons de coordonnées sur le plan.
La méme formule de changement de variables reste encore vraie
pour des coordonnées sur R": dans ce cas F devient une
application F: ACR" —» R", et le déterminant est celui d'une
matrice de taille n x n (n lignes et n colonnes).

> |detJac F(u,v)| a une interprétation géométrique: un tres petit
rectangle de cotés dx et dy, donc d’aire dxdy en coordonnées
(x,y) se transforme en un (trés petit) parallélogramme d'aire
|detJaC F(u,v)l dudv en coordonnées (u, v).
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Intégrales triples

Tout ce que nous venons de voir s’adapte en dimensions plus grandes.
Soit f une fonction définie sur une partie A de l'espace R3 a valeurs
dans R. Par analogie avec l'intégrale double, 'intégrale triple

ﬂL f(xy,2)dxdydz

représente “I’hypervolume algébrique sous le graphe de f”.
C’est-a-dire le volume d’un ensemble de R?, qui n‘est donc pas
représentable graphiquement.

En revanche, dans le cas particulier f(x,y,z) = 1, comme pour les

intégrales doubles,
—HI dxdydz
A

est la valeur du volume de l'ensemble des points de l'espace R3 dont
les coordonnées cartésiennes sont dans A. Calculer des intégrales
triples permet donc de calculer des volumes.
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Illustration des coordonnées cylindriques
L'angle O est dans le dessin suivant noté ¢:

\Z

<y
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Coordonnées cylindriques sur R>

Ces coordonnées sont obtenues en gardant la hauteur z intacte et en
utilisant des coordonnées polaires dans le plan (x,y). L'application de
changement de coordonnées est donc:

F :]0, +00[x[0, 2t [xR — R>

F(p,0,z) = (pcos6, psin6, z).
Ou encore:

x=pcos(0), y=psin(0), z=z.

Le calcul de la matrice Jacobienne est alors le méme que pour les
coordonnées polaires, et on trouve |detJac F(p,e,z)' = p. Ainsi:

J]L f(x,y,z)dxdydz = J‘jﬁl(A) f(PCOS(e),PSin(e),Z)pdpdedz,

Ici F~1(A) désigne l'ensemble des valeurs prises par (p, 0, z) lorsque
(x,y,z) parcourent A. Pour calculer cette intégrale, le théoréme de
Fubini s’applique encore: on peut toujours intégrer une variable aprés
lautre.
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Coordonnées sphériques 1

A C’est un autre changement de co-

ordonnées trés utile dans l'espace

P R3. On repére maintenant les

0] points de R3 par leur distance a
/P lorigine p et deux angles ¢ et O.

Y.

p représente la distance (dans R3)
entre le point P et l'origine O:

x 0 p=Vx2+y?+ 22

¢ désigne l'angle entre la droite (OP) et l'axe vertical (Oz):

z = pcos().
O désigne 'angle entre la projection de P dans le plan Oxy et 'axe
(Ox):

x = psin(¢)cos(0) y = psin(¢)sin(O).
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Coordonnées sphériques 2

Les coordonnées sphériques sur R3 sont dés lors définies par
'application de changement de coordonnées suivante:
{]o,+oo[x]o,2n] x[0,7] > R3:

N, 6,9) — (pcos(@)sin((p),psin(@)sin(cp),pc05(p)

Ici, O est parfois nommée longitude et ¢ est alors la colatitude.
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En coordonnées sphériques:

(x,y,z)=F(p,0,¢9) = (pcos(@)sin((p),psin(@)sin((p),pcoscp).
Nous allons calculer IdetJac F(p, 6,(p)|. Par définition:
cos(0)sin(¢p) —psin(0)sin(¢p) pcos(O)cos(¢)
sin(0)sin(p) pcos(0)sin(¢p)  psin(B)cos(¢) |-

cos(¢) 0 —psin(¢p)
En développant par rapport a la derniére ligne on trouve:
—psin(0)sin(¢@) pcos(0)cos(p)
pcos(0)sin(¢p)  psin(0)cos(p)

JacF(p,6,¢) =

|detJacF| = lcos((p)

+(=psin(¢))

cos(0)sin(¢p) —psin(0) sin((p)‘
sin(0)sin(¢)  pcos(0)sin(y)

COS(cp)( — p? cos(¢) sin(@)) + (—psin(¢))psin(¢p)?

= |-p®sin(¢)(cos(¢)? +sin(¢)?)| = p”sin().
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Formule de changement de variables en coordonnées
sphériques

Nous venons de voir que |det Jac F| = p?sin(¢). Soit f une fonction
f:AcCR3 >R On désigne par B désigne l'ensemble des valeurs
prises par les coordonnées sphériques sur A. La formule de
changement de variables devient donc:

ﬂL f(x,y,z)dxdydz =
JJ:L f(pcos(6)sin(¢), psin(6) sin(), pcos )p? sin(¢p) dpdO dep.

Dans le cas particulier ot f(x,y,z) = 1 pour tout (x,y,z) € A, cette
intégrale est le volume de 'ensemble A.
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Exemple (Volume de la boule dans R3)

La boule de centre O et de rayon 1 est A = {(x,y,z),x2 e SN
Alors les variables des coordonnées sphériques vérifient:
0<p<1l 0<06<2m, O<@p<T.

A

\
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Exemple (Volume de la boule dans R3, suite)

On note alors B = [0, 1] x [0, 21[x]O, 7t[. Par un changement de
coordonnées sphérique, le volume de la boule vaut:

J-J] ldxdydz = JI p?sinqpdpdOde
A JJJB
rl P21 ~m
= J J p?sinqdedOdp
Jo Jo Jo
27

rl
= j p?[~cos ]G dOdp
0 JO

J

1 21
:2[ p?d0dp
0 Jo

1
4
:471.[ p?dp==m.
0 3
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