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TP 11

Exercice 14.8

Soit A une matrice complexe n x n qui vérifie I’équation A> + 2A + 31 = 0. Démontrer que A est
inversible et calculer A~ en fonction de A.

Commencons par factoriser 1’expression A2 +2A +37 =0. On a
A=2>—4x3=—-8=(2V2i)?

On trouve donc

A2 424431 = (A—_Z_Tz\/zil) <A—_2+T2\/_2i1> (1.1)
- (A—(—l—\/iiﬂ) (A—(—1+\/§i)1) (1.2)
Des lors,

A2424431=0< (A—(—l—\/iiﬂ) (A—(—1+\/§i)1) =0 (1.3)
S A—(—1—V2)I=00uA—(—1+V2i)I=0 (1.4)
& A= (—1-V2i)Iou A= (—1+V2i)I (1.5)

Or, la matrice I est trivialement inversible et est sa propre inverse. Donc
A = (=1=vV2i) T ou A = (—1+V2i)7 I (1.6)
@Alz_HTﬁil ou Al = 1+3ﬁi1 (1.7)

Exercice 15.2

Résoudre les systemes réels suivants par la méthode de Gauss (toutes les inconnues apparaissent dans
au moins une équation).

x+2y=4 3x+4y+z+2t=3
) { 23y =5 f) { 6x+8y+2245=7
Ox+12y+3z+ 10t =13
x+4y+z=12
o) x+y—z=0
2x+y=4 2x+y—3z—t=1
x+z=0 ) {x—4y+3z—|—4t:—4
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x+y—2z=0
) x—2y+z=0

—2x+y+z=0
a)On a

1 2 | 4 +
:(o . —3) T

(1 0 | 4—6) (1 0 | —2)
N _ (1.9)
01 ] 3 01 | 3

Ce qui livre

X =-2
{ y =3 (1.10)
La solution du systeme est donc
{(=2,3)}
e)On a
14 1 | 12 1o 1 | 4 —1 92 7—1
11 -1 | 0 I 1 -110 (JJ
~ (1.11)
21 0 | 4 21 0 | 4 +
1o 1 | 4 14 1 | 12
1o 1 | 4
01 -2 | —4 —1 1—4
“lo1 2| -4 a (1.12)
04 0 | 8 +
1o 1 | 4
01 -2 | —4
~ (1.13)
00 0 | O
00 8 | 24
10 1 | 4
~(0 1 =2 | —4 (1.14)
00 8 | 24/ |4
1o 1 | 4 +
~10 1 =2 | —4 + (1.15)
00 1 | 3 -1 j2
1 00| 1
~10 1 0 | 2 (1.16)
0013
Ce qui livre
X =1
y =2 (1.17)
z =3
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La solution du systeme est donc

{(1,2,3)}
f) On a
3 4 1 2 | 3 1 4 3 2 | 3 -2 4-3
6 8 2 5 | ~12 8 6 5 | 7 3+ (1.18)
9 12 3 10 | 13 3 12 9 10 | 13 +
1 432 |3
~(0 001 |1 (1.19)
0004/ 4
1 432 |3 +
~ 1.20
<O 0 0 1 | 1) j—2 ( )
1 4301
~ (1.21)
00O0T1 |1
34101
~ (1.22)
00O0T1 |1
Ce qui livre
{3x+4y+z [ ii N { z i—3x—4y+1 (1.23)
[ensemble des solutions est donc
{Ce,y,=3x—4y+1,1) | x,y e R}
g)Ona
2 1 -3 -1 | 1 1 -4 3 4 | —4 -2
~ 1.24
(1 —4 3 4 |—4)jj <2 1 -3 —1 | 1>3+ ( )
1 -4 3 4 | —4 (1.25)
09 -9 -9 9/ |3 '
1 -4 3 4 | —4 +
~ 1.26
(O 1 -1 =1 | 1) j4 ( )
10 -1 0 | O
~ (1.27)
01 -1 -1 | 1
Ce qui livre
X -z =0 X =z
1.28
{ y —z —t =1 (i}{y =z+t+1 (1.28)
L’ensemble des solutions est donc
{(z,z+14+1,2,1) | z,t € R}
J) La matrice augmentée du systeme
x+y—2z=0
x—2y+z=0 (1.29)
—2x+y+z=0
Correction de la séance de TP 11 4
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s’écrit

-2 1

e On sélectionne le pivot de la premiere colonne

En effectuant les changements

la matrice augmentée (1.32) devient

Ly

L =L
L=1,-L
Lé :L3—|—2L1

;b\ 3 -3

e On sélectionne le pivot de la deuxieme colonne

En effectuant les changements

la matrice augmentée (1.33)) devient

En effectuant les changements

la matrice augmentée (1.34)) devient

L/ 1 =2
L’2<03

b\o 3 -3

L=l

L// _ -~

L’z' = L’3>3
3=

"
L3

-1
n __rn
T a

a0 —1
Ly (0 1 -1

7\0 0 0

L/ 1 -2]0
L’2<O—330

a1 =200
L’Q/(o 1 -1

o

)

1] 1 =210

L2<1 -2 1
Ly \-2 1 1

0
0

)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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e On sélectionne le pivot de la troisieme colonne mais comme 1’élément sur la diagonale est nul, on
s’arréte la.

De la matrice augmentée (1.33)), on déduit le systeme d’équations suivant

x—z=0 e
y—z=0 <:>{ —
0=0 yee

Les solutions sont donc
S={(z,z,z) €R3, aveczeR}

Exercice 15.6

Un probleme italien de TARTAGLIA (16e siecle)

< Trois joyeux compagnons qui avoient deniers en bourse, s’entrefirent quelques questions, et dist le
premier aux deux autres, si vous me donnez la moytié de voz ducas, j’auray ensemble avec ceux que je
peux avoir de présent 20 ducas : le second dist aux deux autres, si vous me donner le tiers de voz ducaz,
Jj’auray ensemble, avec ceux que je peux avoir 20 ducas; mais dist le troisieme aux deux autres, donnez
moy le quart de ceux que vous avez, et avec ceux que j’ay, j auray 20 ducas aussi bien que vous : combien
avait de ducas un chacun d’iceux ? >

Soit d| le nombre de denier du premier compagnon, soit d» celui du second et soit d3 celui du troisieme.
Le premier affirme < si vous me donnez la moytié de voz ducas, j’auray ensemble avec ceux que je peux
avoir de présent 20 ducas >. Mathématiquement, il affirme

1
d1+§(d2—l—d3) =20 (1.36)

Le second affirme < si vous me donner le tiers de voz ducaz, j’auray ensemble, avec ceux que je peux avoir
20 ducas >. Mathématiquement, on traduit cela sous I’équation suivante :

1
da+ 7 (dy +d3) =20 (1.37)

Enfin, le troisieme soutient <« donnez moy le quart de ceux que vous avez, et avec ceux que j’ay, j auray
20 ducas aussi bien que vous >. On a donc

1
d3+ 7 (di +dy) =20 (1.38)

Le nombre de ducas de chacun est la solution (si elle existe) du systeéme suivant

( dr dj

di+—=+-==20

1+2+2

d d

Tidr+2=20 (1.39)
3 3

d d

—+—4+d3;=20

4+4+ 3

Correction de la séance de TP 11 6



MATH-F112

Université Libre de Bruxelles

Résolvons ce systeme au moyen de la méthode de Gauss. On a

11
1 - = ] 20\ |2
5 5 | |
1 1

-1 = | 20f 3
3 1 3 | |
11

— — 1 ] 20/ |4
27 L |

Ce qui livre comme solution

Le premier compagon a donc la somme de % ducas, le second de % ducas et le troisieme de 7

ducas.

Exercice 15.9

U

2 11| 40
~|1 31| 60
1 14| 80
11 2 | 40 —1 -4
~[1 3 1] 60 3+
4 1 1 | 80 +
1 1 2 | 40
~|0 2 -1 ] 20| |-(-1)
0 -3 -7 | —80
1 2 1 | 40 j+
~l0 1 -2 ] —20 -2
0 -7 -3 | —80 J
10 | 80
~l0o 1 =2 | —20
00 —17 | =220/ |-5
10 5 | 80 +
~l0 1 -2 | —20 +
220
00 1 | 2 iz_s
1100
100 | 80—1%0
~0 1 0| —20+%0| =
220
o001 | 2
100 220

260
177177 17

Déterminer les inverses des matrices réelles suivantes

I -2
)
2

c) C

1
0

0

0

1
2
v3
2

- O O

260
17
100
17
220
17

S oo

S O W

[l S el en)

w - O O

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

260
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a)

e Ktape 1 : on vérifie d’abord que la matrice est bien inversible en calculant son déterminant

1 -2
det(A) = ) 1

2
Le déterminant de A est non nul, donc A est bien inversible.

~(13) - (2D =F+4=3

e Etape 2 : si la matrice est inversible, on calcul son inverse par la méthode du pivot de Gauss
augmentée de la matrice identité

— On sélectionne le pivot de la premiere colonne

L ( -2

Ly \ 2

1 0
e 1). (1.47)
2

En effectuant les changements
L =L
Ly=L,—2L; "’

la matrice augmentée devient

L’1<1 —2
9
,\o =
2 2

— On sélectionne le pivot de la seconde colonne

L/t =21 0

1.48
o 2] =2 (149

—_—

En effectuant les changements
L// _ L/
1= 21

{ =zr”

la matrice augmentée (1.48]) devient
Ly /1 -2
LI\o 1

{ L =Ly +2L)
L/2// — L/2/ )

1 0
4 2)_ (1.49)

En effectuant les changements

Correction de la séance de TP 11 8
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la matrice augmentée (1.49) devient

1
LY (1 0 9
4
LY\0 1 )
Par conséquent, la matrice inverse s’écrit
1 4
—1 _ 9
ATt= % 3
9 9
e Etape 3 : on vérifie le résultat obtenu
On a bien
(T é g
AdT=1, L[ 74 2
2 9 9
et
1 % g b =2
AT A= 3|, L
9 9 2
c)

O DO | &~

(o)

1)

e Ktape 1 : on vérifie d’abord que la matrice est bien inversible en calculant son déterminant

1

0 0
1 V3
N 5 T 11 3 V3
0 é 1 9 )

2 2

Le déterminant de C est non nul, donc C est bien inversible.

e Etape 2 : si la matrice est inversible, on calcul son inverse par la méthode du pivot de Gauss

augmentée de la matrice identité

— La premiere colonne est déja < nettoyée >.

— On sélectionne le pivot de la deuxieme colonne

Li /1 0 0
1 3
Llo |4 -¥3
2 2
V31
s \o X2 =
3 2 2

1 0 0
010 (1.50)
0 0 1
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En effectuant les changements

L =1
L, =2L, ,
L'3=1;
la matrice augmentée (1.50) devient
Ly /1 0 0 1 0
hyfo 1 —v/3]0 2
V31
LL\o — = |0 0
3 2 2
En effectuant les changements
-1
3 b
L"3=1"L], _TLIZ
la matrice augmentée (I.51)) devient
Ly /1 0 0 1 0
Ly1o 1 —v/3|0 2
LY\o 0 2 |0 —/3
— On sélectionne le pivot de la troisieme colonne
Ly /1 0 0 1 0
Ljlo 1 —v/3|0 2
5\o 0 0 —V3
En effectuant les changements
L/// :L//
/1// /1/
L2 :Li// ,
L3 — -3
2
la matrice augmentée (1.52) devient
Ly /1 0 0 1 0
Lylo 1 —v3|o 2
3
w\oo 1 o ¥
2
En effectuant les changements
L/]/// :Lllll

Ly =1y +3L)
L////3 — Lg//

(1.51)

0 (1.52)

—

(1.53)

== O O
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la matrice augmentée (I.53)) devient

L’l’” 1 0 011 0 0
1 V3
1o 1 010 — —
2 %/_ 2
3 1
L\o0 o 110 ——/— =
3 2 2
Par conséquent, la matrice inverse s’€écrit
1 0 0
1 V3
-1 0 — -
¢ = 2 2
0 V3ol
2 2
e Etape 3 : on vérifie le résultat obtenu
On a bien
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 V3 1 V3
cc'=1% 5 "% 2 2 |=]o 1 o0
0 V3 ! 0 V3ol
2 2 2> 2 00 1
et
1 0 0 1 0 0 1 0 0
-1 0 1 V3 0 1 _\/§
cC -C= 2 D) ) 2 =10 1 0
0 V3ol 0 V3 !
) 2 2 0 0 1
d)

e Etape 1 : on vérifie d’abord que la matrice est bien inversible en calculant son déterminant

1200 3 0 0
det(D) = 0300 =1- (=DM 0o 2 1]|=3-(=1)0*D 21 =3[(2-3)=(1-0)] = 18.

00 2 1 00 3 0 3

000 3

Le déterminant de D est non nul, donc D est bien inversible.

° Etape 2 : si la matrice est inversible, on calcule son inverse par la méthode du pivot de Gauss
augmentée de la matrice identité

— La premiere colonne est déja < nettoyée >

Correction de la séance de TP 11 11
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— On sélectionne le pivot de la deuxieme colonne

Ly,s21 2 0 0|1 0 O
L |0 0 0/0 1 0
;{0 0 2 1]0 0 1
Ly NO 0O 0 3]0 0 O
En effectuant les changements
L =L
Ly
L,=—=
>3,
L'3=1;
L4=1,
la matrice augmentée (1.54) devient
L/t 20 01 0 0
1
L5101 0 00 3 0
LY{0 02 110 0 1
L,\0O 0 03/0 00
En effectuant les changements
L =Ly 21,
L//3:Lg 9
L'4=1L)
la matrice augmentée (1.55]) devient
2
LY {1 0 0 01 —3 0
1
L7110 0 00 3 0
Y10 0 2 1/0 0 1
Ly\0 0 0 3/0 0 O
— On sélectionne le pivot de la troisieme colonne
7 2
Ly(f1 0 0 0]1 —3 0
1
LYo 1 0 0]0 3 0
i{o o 1o 0 1
Ly\0o 0 0 3/0 0 O

0
0
1.54
0 (1.54)
1
0
0 (1.55)
0
1
0
0
0
1
0
0 (1.56)
0
1
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En effectuant les changements

Lll// :Llll
LIZN :L%‘//
L3 = -3 >
L”’4:L22(
la matrice augmentée devient
2
LY {1 0 0 0|1 —3
1
LYo 1.0 00 3
1
LY10 0 1 3 0 O
LYy\0 0 0 3/0 0
— On sélectionne le pivot de la quatrieme colonne
2
LY{1 0 0 0|1 —3
1
LYo 1.0 010 3
1
Y10 01 -0 O
Ly \0 0 0
En effectuant les changements
L//// :L///
/llll _ Il//
L/le/ _LZ///
Ea=ls,
"4 — li
3
la matrice augmentée (1.57]) devient
2
L’l”’10001—§
1
LY1o 1.0 010 3
1
LY10 0 1 3 0 O
Ly\o0 0 0 1[0 0
En effectuant les changements
=
Lg’/”/ — Lg// . lLZH
LZ/// :LZII

o= O o

o= O o

S NI= O o

0
0
0
1
0
0 (1.57)
0
1
0
0
, (1.58)
0
1
3

Correction de la séance de TP 11
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la matrice augmentée (I.58) devient

2
L1 0001 -3 0 0
1
L’z’”’01000§00
1 1
(o0 1000 0 o —¢
1
L"\0 0 0 1/0 0 0 <
e Etape 3 : on vérifie le résultat obtenu
On a bien
2
1—50 0
12000100 1 000
D-D*1_0300 3 _ 10100
0021001_1 0010
000 3 216 0001
0 0 0 =
3
et
1—%0 0
0100 1 200 1 00O
Dl.p— 3 0300|]_(0100
o o L _Ifloo 21 0010
216 0 003 0 001
0 0 0 =
3

Exercice 16.1

Calculer le déterminant des matrices réelles suivantes, et leur matrice inverse quand elle existe.

c)

A\ = W
~N D W
O W N

Nommons cette matrice C. On a

SX2X943Xx3X6+2Xx1IXT—6Xx2%x2—-Tx3x5-9x1x3=2

Le déterminant est non nul ce qui signifie que la matrice est inversible. Utilisons la méthode des

cofacteurs pour calculer son inverse.
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2.3 |13 1 2
L 7 9 6 9 6 7
3 2
1 2 3 1 32 520 |53
7 9  detC 79 169 6 7
320 |52 53
2 3 1 3 1 2
L 1821 —(9-18)  7-12 \°©
=3 —(27—14) 45—-12 —(35—18)
9—4 —(15-2) 10-3
739 S5\
=5 —13 33 -—17
5 —-13 7
3 13 5
2 2 2
19 33 13
2 2 2
5 17 7
2 2 2
Exercice 16.2
Montrer, sans développer de déterminant, les égalités :
a)
be a* o bc ab ca
det | > ac b*> | =det|ab ca bc
2 * ab ca bc ab
Commencgons par supposer que a,b,c # 0. On a alors
be bc @ a
be a* a? — a a a a da
b* ac b*|=a az 2| =ab ac —abe| b E
b ac b b — b b
¢ ¢ ab 2 2 b ab
c© ¢ ab 2 2 ab c ¢ ¥
lf a ac E ab ac bc ab ac
a
=ab| ac bel=alb ac be|=|ab ac bc
c ¢ ab ¢ bc ab ac bc ab
Sia =0, alors
be a* a® bc 0 O
det | B2 ac B> | =det|b* 0 b*|=-bC
2 * ab 0

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)
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qui est trivialement égal a

bc 0 0
det| 0O O bc (1.66)
0 bc O

Un raisonnement similaire traite les cas b =0et ¢ = 0.
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