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Equations différentielles

Exercice 18.6

On demande de déterminer les régions du plan ou le graphe des solutions de I’équation
Y =sin(x* +y?)

ont une pente strictement positive.

La pente de y est strictement positive en x ssi y'(x) > 0, ce qui se réécrit au vu de 1’équation par
sin(x? +y?) > 0. En tenant compte du fait que x> +y> > 0, on voit que la pente est strictement positive
pour les (x,y) tels que :

x> +y* €]0+2kn, w+ 2kn| pour k € N.

Comme région du plan, il s’agit d’une réunion d’anneaux ouverts concentriques centrés en 0.

Exercice 18.9 a

On résoud I’équation
YV1—x2+xy=0.

[’équation est a variables séparées. Nous postposerons toutes les questions de domaine, conditions d’exis-
tence, qui apparaissent dans 1’équation ou dans sa résolution, a la fin de 1’exercice.
On sépare donc les variables :

y = =y
1—x2"

d

Yo

y 1—x2

En intégrant chacun des deux membres, on obtient

n(ly|) = v 1—x>+C, avec C € R.

On prend I’exponentielle des deux membres

| = eCeV=
On fait sauter la valeur absolue :
y= +¢C e
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avec C un nombre réel quelconque.

Au cours du procédé de séparation des variables, nous avons divisé par y, ce qui ne peut se faire que
si y est non nul. En particulier, cela nous a fait loupé la solution y = 0. Ainsi, on peut écrire la solution
générale :

y :A.em, pour A € R.

Le domaine des solutions non nulles est [—1, 1] comme pour le coefficient devant y'.

Exercice 18.18

b) On résoud 1’équation
(x—2)y =y+2(x—2)%.

Nous postposerons toutes les questions de domaine, conditions d’existence, qui apparaitraient dans 1’équation
ou dans sa résolution, au moment ol nous obtiendrons les solutions de I’ELHA.
Premiere étape, on résoud ’ELHA

(x=2)y' =y=0.
L’équation est a variables séparées.
On sépare donc les variables :
(X - Z)yl = )
dy  dx
y  x=2

En intégrant chacun des deux membres, on obtient
In(|y]) =In|x—2|+C, avec C € R.
On prend I’exponentielle des deux membres
ly| = eC.|x—2].

On fait sauter la valeur absolue :
y==+el (x—2),

avec C un nombre réel quelconque.
Au cours du procédé de séparation des variables, nous avons divisé par y, ce qui ne peut se faire que si y est
non nul. En particulier, cela nous a fait loupé la solution y = 0. Ainsi, on peut écrire la solution générale
de ’ELHA :

VELHA = A.(x— 2), avec A € R.

Ensuite, on cherche une solution particuliere a 1’équation
(x—2)y =y+2(x—2)° (1)

Une telle solution s’obtient en utilisant la méthode de variation des constantes. C’est-a-dire, on utilise la
forme de la solution ygr g4 en introduisant une dépendance en x dans la constante A. En d’autres mots, on
cherche une solution de la forme

yp = A(x)(x—2), avec A(x) une fonction inconnue.
En injectant ce candidat solution dans I’équation (T)), on trouve A(x) = (x —2)? et donc

yp=(x—2)".
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La solution générale est la somme de la solution particuliere avec les solutions de I’ELHA :
y=(x—2)34A.(x—2), avec A € R.

¢) On résoud I’équation
y +y cotg(x) = 5¢°05()

avec condition initiale y(7/2) = —4. Nous postposerons toutes les questions de domaine, conditions
d’existence, qui apparaitraient dans 1’équation ou dans sa résolution, au moment ou nous obtiendrons
les solutions de I’ELHA et les solutions générales.
Premiere étape, on résoud ’ELHA
y +y cotg(x) = 0.

[’ équation est a variables séparées.
On sépare donc les variables :

Y = —cotg(x)y,
d
A — cotg(x)dx.
y

En intégrant chacun des deux membres, on obtient
In(|y|) = —In|sin(x)| +C, avec C € R.

On prend I’exponentielle des deux membres

1
_C
bl =e Tsin(x)|"
On fait sauter la valeur absolue : 1
= +¢©.
Y= sin(x)’

avec C un nombre réel quelconque.
Au cours du procédé de séparation des variables, nous avons divisé par y, ce qui ne peut se faire que si y est

non nul. En particulier, cela nous a fait loupé la solution y = 0. Ainsi, on peut écrire la solution générale
de ’ELHA :

1
YeELHA =A.——, avec A € R.
sin(x)

Le domaine des solutions non nulles ci-dessus est, comme pour la fonction cotangente, une réunion d’in-
tervalles ouverts 2 a 2 disjoints k7, (k4 1)7[ avec k € Z. Pour avoir la solution la plus générale possible
de ’ELHA, il faut pouvoir choisir une constante A sur chaque intervalle ouvert (qui sont les composantes
connexes du domaine).

Ensuite, on cherche une solution particuliere a 1’équation

y 4y cotg(x) = 50, (2)

Une telle solution s’obtient en utilisant la méthode de variation des constantes. C’est-a-dire, on utilise la
forme de la solution yg; g4 en introduisant une dépendance en x dans la constante A. En d’autres mots, on
cherche une solution de la forme

1
yp = A(x).——, avec A(x) une fonction inconnue.
sin(x)
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En injectant ce candidat solution dans 1’équation (@), on trouve A (x) = —5¢°%) et donc
£€0s(%)
=—5- .
P sin(x)

La solution générale est la somme de la solution particuliere avec les solutions de I’ELHA :

ecos(x) 1

y=— , avec A € R.

sin(x) A sin(x)

Enfin la constante, sur Iintervalle ouvert |0, 7 [ (voir les remarques faites sur le domaine lors de la
résolution de ’ELHA), est déterminée par la condition initiale. En effet, y(7/2) = —4 signifie que —5 +
A = —4 et donc, A = 1. La solution du probleme est donc, sur I’intervalle |0, 7| :

£C0s(x) 1

Y= sin(x) + sin(x)

e) On résoud I’équation

dr
haddl -2
d9+3r ,

avec r fonction de 6. Nous postposerons toutes les questions de domaine, conditions d’existence, qui
apparaitraient dans la résolution, au moment ou nous obtiendrons les solutions.
[’équation est a variables séparées. Donc, on sépare donc les variables :

dr
Rl T
70 3r,
dr
= do
2—3r

En intégrant chacun des deux membres, on obtient

1
—gln(|2—3r|) =0+C, avec C € R.

On prend I’exponentielle des deux membres
12— 3r| =€,

On fait sauter la valeur absolue :
2 3r =430,

Et donc,

2 -36
==-+4A
r 3 e

avec A € Ry.
Au cours du procédé de séparation des variables, nous avons divisé par 2 — 3r, ce qui ne peut se faire que
si 2 — 3r est non nul. En particulier, cela nous a fait loupé la solution constante r = % Ainsi, on peut écrire

la solution générale :
2

r= 3 —I—Ae_39, avec A € R.
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Exercice 18.19

Considérons I’équation différentielle

(¥ +2x+5)y —(x+1)y=x+1
1. Déterminer la solution générale de cette équation différentielle.
Commencons par séparer les variables :
(K +2x+5)y —(x+1)y=x+1
& (WP +2u45)y = x+1)+1)

d
& (x2+2x+5)d—i} = (x+1D)(y+1)

dy  (x+1)dx
y+1  x24+2x+5

Notons que x> +2x+ 5 n’a pas de racines réelles et comme le coéfficient de x> est positif, 1’équation
est strictement positive Vx € R. En observant la ligne 3, nous obtenons par conséquence que y+ 1 #
0.

En intégrant on obtient

1
1n|y+1|:§1n|x2+2x+5|+C (CeR)

Donc
ly+1 \:eC | X2+ 2x+5 |

y=4e\/| 2+ 2x+5|-1=C"\/| 2 +2x+5| -1 (C'€R)

. . L . 13 , . .
2. Combien de solutions particulieres passent par le point (5, 5) ? Déterminer toutes ces solutions

On obtient

particulieres.

3

41
3 1 1 >l 25
Siz=y(=]=C4/|=4+1+5|-1 1 C=4—=2-=1
'2 y(z) Vg H1+s] Ao 25 52

13
La seule solution particuliere qui passe par <§, 5) est

y(x)=/| 2 +2x+5|—1

Exercice 18.26
On considere 1’équation
dy .
— +yf(x) =sin(x).
5Ty (x) =sin(x)
a) On veut que y = cos(x) soit solution. On I’injecte dans 1’équation ci-dessus et on obtient

—sin(x) 4+ cos(x) f(x) = sin(x).
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Ainsi, on voit qu’il faut que f(x) = 2tan(x).

b) On résoud I’équation
y + ytan(x) = sin(x),

Nous postposerons toutes les questions de domaine, conditions d’existence, qui apparaitraient dans 1’équation
ou dans sa résolution, au moment ot nous obtiendrons les solutions de I’ELHA et les solutions générales.
Premiere étape, on résoud ’ELHA
y +2ytan(x) = 0.

[’équation est a variables séparées. On sépare donc les variables :

Yy = —2tan(x)y,
d
A —2tan(x)dx.
y

En intégrant chacun des deux membres, on obtient
In(Jy|) = 2In|cos(x)| +C, avec C € R.
On prend I’exponentielle des deux membres
ly| = €€. cos?(x).

On fait sauter la valeur absolue :
y = £eC. cos?(x),

avec C un nombre réel quelconque.
Au cours du procédé de séparation des variables, nous avons divisé par y, ce qui ne peut se faire que si y est
non nul. En particulier, cela nous a fait loupé la solution y = 0. Ainsi, on peut écrire la solution générale
de ’ELHA :

YELHA :A.cosz(x), avec A € R.

Le domaine des solutions est R. Or, celui du coefficient tan(x) de I’équation différentielle une réunion
d’intervalles ouverts 2 a 2 disjoints ] 5 + k7, 5 + (k+ 1) [ pour k € Z. Ainsi, toute fonction y qui restreinte
a un intervalle |5 + km, 7 + (k+ 1)x[ est de la forme de ygrpa est solution, le choix de la constante A
pouvant différer d’un intervalle a 1’ autre.

Comme on a déja la solution particuliere y = cos(x), la solution générale est la somme de la solution
particuliere avec les solutions de ’ELHA :

y(x) = cos(x) +A.cos?(x), avec A € R.

¢) Comme il faut un exrtemum de x = %, alors y'(§) = 0. En calculant y" au point x = % on obtient :
T T 74
— sin(Z) —2A sin(z) COS(Z) =0.

On obtient donc A = —\/TE et la solution cherchée est :

Notez que la constante n’est fixée que sur I’intervalle | — %, 5.
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Exercice 18.39
f) On résoud I’équation linéaire a coefficients constants
y'=5y+6y=e"".

Premiere étape, on résoud ’ELHA
y' —5y +6y=0.

L’ équation caractéristique associée est
A*—52+6=0,

ses solutions sont A = 3 ou A = 2. Ainsi,
yeLHA = A.e>* + Be™, avec A,B € R.
Ensuite, on cherche une solution particuliere a 1’équation
y' =5y +6y=e"". (3)

Vu la forme du membre de droite et le fait que les dérivées successives de e * reste des multiples de e™*, on
essaie de trouver une solution particuliere de la forme y = Ke™*. En injectant ce candidat dans I’équation
(3), on trouve K = 1—12 Ainsi,

1 _
)’Pzﬁe *

La solution générale est la somme de la solution particuliere avec les solutions de I’ELHA :

1
y = Ee"‘-|-A.e3)‘+Be2x, avec A,B € R.

r) On résoud 1’équation linéaire a coefficients constants
Y +2y +2y = x* +sin(x).

Premiere étape, on résoud ’ELHA
Yy +2y' 42y =0.

L’équation caractéristique associée est
A2 424 +2=0,

ses solutions sont A = —14+iou A = —1 —i. Ainsi,
YELHA = A.cos(x)e *+ Bsin(x)e ™, avec A,B € R.
Ensuite, on cherche une solution particuliere a I’équation
Y +2y +2y = x* +sin(x). 4)
Vu que le membre de droite, on va chercher d’une part une solution particuliere a
V' 42y +2y =x% (5)
et d’autre part, une solution particuliere a
y' 42y +2y = sin(x). (6)

Ainsi la solution particuliere a 1’équation (d) sera par linéarité somme des solutions particulieres aux

équations (5)) et (6)
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Pour I’équation ()), puisque le membre de droite est une fonction polynémiale, on essaie des solutions
de la forme y = Px*> 4+ Qx + R avec P,Q,R des constantes. En injectant ce polynéme dans 1’équation, on
trouve P = %,Q =—letR= % ce qui donne la solution y; = %xz —x+ %

Pour I’équation (6], puisque le membre de droite est une fonction trigonométrique, on essaie des solu-
tions de la forme y = Csin(x) + Dcos(x) avec C, D des constantes. En injectant dans 1’équation, on trouve
C= % etD= —% ce qui donne la solution y; = % sin(x) — %cos(x).

Alors, la solution particuliere a 1’équation (@) est

=y + _lp +1+lsin() 2cos()
yp =1 )’2—2)5 X 773 X 3 X

On conclut que la solution générale est la somme de la solution particuliere avec les solutions de
I’ELHA :

1 1 1 2
y= Exz —x+ > + 3 sin(x) — 3 cos(x) +A.cos(x)e "+ Bsin(x)e ", avec A,B € R.

Exercice 18.40

d) On résoud I’équation linéaire a coefficients constants
y' +4y =2cos(2x),

avec C.I y(0) =0 et)'(0) = 3.
Premiere étape, on résoud ’ELHA
y' +4y=0.

L’ €équation caractéristique associée est
A2 +4=0,

ses solutions sont A = 42i. Ainsi,
YELHA = Acos(2x) + Bsin(2x), avec A,B € R.
Ensuite, on cherche une solution particuliere a 1’équation
y' +4y = 2cos(2x). (7)

Le membre de droite est une fonction trigonométrique, cependant on ne peut pas utiliser de candidat
solution qui soit une combinaison linéaire de cos(2x) et sin(2x) car ces fonctions sont solutions de 'ELHA.
Dans ce cas particulier, on s’en sort en essayant de trouver une solution particuliere de la forme y =
Cxcos(2x) + Dxsin(2x) avec C,D des constantes réelles. En injectant ce candidat dans I’équation (7)), on
trouve C=0etD = % Ainsi,

1
yp = Exsin(Zx).

La solution générale est la somme de la solution particuliere avec les solutions de I’ELHA :
I . .
y= 5xsm(2x) + Acos(2x) + Bsin(2x), avec A,B € R.

Enfin, on détermine les constantes grace aux C.L, y(0) = 0 donc A = 0 et y’(0) = 5 donc B = ;. La

solution est donc

A=

1 1
y =X sin(2x) + 1 sin(2x)
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Exercice 18.47
Il s’agit de déterminer les fonctions y qui sont solutions de 1’équation différentielle
y// +yl — 0’

avec y(0) = 0.
Posons z =y, alors la fonction z satisfait I’équation différentielle

74+z=0,

qui a pour solution z=A.e " avec A € R.
Ensuite, comme y' =z =A.e™¥, alors y = —A.e”* +C avec A,C € R. Puisqu’on veut y(0) = 0, il faut
que C = A. Les solutions recherchées sont donc

y=—A.e *+Aavec A € R.
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