Equations différentielles
Ordinaires 2

(Syllabus Chapitre XVIII, parties 2.4 a 3.1)
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EDQO linéaires du premier ordre
Une équation différentielle du premier ordre est dite linéaire si elle est
écrite sous la forme :

q(x)y’ + p(x)y = f(x) (EL)
ol p, g, f sont des fonctions (de x) données.

> Les fonctions p et g sont appelés les coefficients. Ces coefficients
sont parfois constants (c’est-a-dire qu’ils ne dépendent pas de x)
mais en général ce sont des fonctions de x.

> La fonction f est appelée le “second membre” de l'équation.
Si f(x) = 0,¥x on dit que l'équation est linéaire homogéne. A

l’équation (EL) on associe souvent la méme équation avec f = 0, qu’on
appelle équation linéaire homogéne associée (ELHA):

q(x)y’ +p(x)y =0.
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Des exemples

> 2y’ +y =0 (linéaire, homogene, a coefficients constants)
> 2y +y= .(linéaire, -homogéne, a coefficients constants)

> 2xy’ +y =1 (linéaire, non-homogéne, a coefficients
non-constants)

Nous allons voir dans la suite une méthode générale pour résoudre
toutes les équations linéaires d’'ordre 1.
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Roéle de I'équation homogeéne

Notre but est de trouver toutes les solutions de I'équation linéaire:
GEVERBEAY — 1(x). (EL)
Supposons qu’on connaisse une solution particuliére de cette

équation linéaire (SPEL), notons-la yspg; . Soit y une autre solution de
(EL), et soit z = y — yspr; - Nous pouvons calculer g(x)z’ + p(x)z :

q(x)2"+ p(x)z = q(x)(y = ysper) + P(X)(y = yspeL)
A—xﬁ“; =lq(x)y’ - GCOVEER +p(x)y - BRI
el = (q(x)y’ +p(x)y) = (a(x)yspg. +P(x)yspeL)
(& RO — f(x) = F(x) = O.

En d’dutres termes: z est une solution de 'équation linéaire
homogéne associée (ELHA).
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Ainsi: si on connait une solution particuliére de l'équation (EL) et
toutes les solutions de l'équation homogéne (qui est plus simple!), on
connaitra toutes les solutions de (EL).
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Méthode générale de résolution d’'une équation
linéaire

L'observation précédente nous permet de décomposer la résolution
d’une équation linéaire en 4 étapes sucessives:

1. Résolution de "équation linéaire homogéne associée (avec f = 0).
Le but est de trouver toutes les solutions de l'équation homogeéne.

2. Trouver de 'équation linéaire, avec f.
Cn N <

3. Ecrire la solution générale de l'équation linéaire comme la
somme de la solution particuliére de l'équation linéaire et de la
solution générale de 'équation homogéne

4. (sirequise) Déterminer une solution exacte grace au conditions
initiales d'un probléme de Cauchy

(> C.T

Nous allons voir des méthodes pour effectuer chacune de ces étapes.



EDO linéaires du premier ordre L1 —Résolution de 'ELHA

Contenu de la section

EDO linéaires du premier ordre

Etape 1 — Résolution de I’équation linéaire homogéne associée
(ELHA)
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L’équation linéaire homogéne associée (ELHA) est l’équation ot on a
remplacé f par O:

C'est une e\g,_atlon&vamables séparables qu on la réécrit comme:
LS r , e — 4+ ——=0. 4 oy
f 7 y  a(x) 7""’

En écrivant y’ = % elle se résout donc comme:

Q——Mxeoncnx:~—x
= fq():l) tdonc  Inly(x)l = & ~d(x)

ol ® est une primitive de 2 a0 .Ceci donne encore, comme
'exponentielle ne s’annule jamais:

ysceH(x) = Cexp(=P(x))  ou qD(x):J—dx

et C = +eC est une constante d’intégration. Le sigle SGEH signifie :
solution générale de l'équation homogeéne. “Générale” car nous
avons de la sorte toutes les solutions de l’équation (ELHA) (une
solution pour chaque valeur de C).

q(x)y’+p(x)y = 0} (ELHA)
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Un exemple

On va déterminer la solution générale de l'équation homogéne

2
/
y —-y=0.
7 -X P P
On commence par mettre l'équation sous forme séparée:

g# ‘f' ﬁ__«-’@' K—E—O ,‘/\/

zn & résout alo1s en inté A
grant
J.——Z X0 = Inly|—2In|x| =
— Inly|— Ce—b&\,\ee,_(}){t
= y(x)=Cx? b(‘ Rum
avec C = +exp(C). =)= feh("") Qz
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constante
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Trouver des solutions particuliéres de l'équation
linéaire

Rappelons que, maintenant qu’on connait toutes les solutions de
'équation homogéne, connaitre une solution particuliére de
'équation linéaire permet de trouver toutes les solutions de
'équation.

Il arrive dans certains cas qu’une solution particuliére apparaisse de
maniére évidente. Nul besoin dans ce cas d’aller chercher plus loin.

L'équation exp (x?)y’ 4+ y = 1 admet une solution évidente : y(x) = 1.
En effet, pour ce choix de y, y’(x) = 0 et donc l'équation est satisfaite.

Il existe toutefois une méthode qui permet de s’en sortir & chaque fois:
la méthode de variation de la constante.
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Méthode de A OMEIRIEORSEENEE

L'idée est de chercher une solution particuliére sous la forme:

YspEL = .exp(—q)(x)), ol d(x) = J- %dx

ol u n‘est plus une constante mais une fonction a déterminer.
Nous reconnaissons ici 'expression de ysggy ol nous avons remplacé
la constante par une fonction inconnue. \

La fonction yspg ci-dessus est solution de l'équation (EL) si et
seulement si:

Q(X)Yépﬂ_ +p(x)ysper = f(x)


Highlight

Highlight

Highlight
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Ewa = w0 exp(- f(}é\ﬁ\
T ol ) (=8 ) e D)
78\‘&. = Wexy
c’est-a-dire si
Q(X)(u’ exp (—CD(x))u exp (—q)(x))) + p(x)uexp (=P (x)) = f(x)
o ex- &) —M) - \-M}!-j
ou encore, puisque les deux derniers termes se simplifient, si :
q(x)u’exp (~D(x)) = f(x)

dont on tire l'expression de u:

u_jf(x)exp(@(x)) dx.
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Exemple

En utilisant la variation de la constante on va trouver une solution
particuliére de

, 2
y'=sy=x

La solution générale de I'équation homogeney - —y 0 est donnée

par ysgeH(x) = Cx%. Gr—~Jaisy \'Q- Lok

On cherche alors une solution sous la forme

Aot T s y(x) = u(x)x’,

pour une fonctlon inconnue u. Alors y’(x) = u’(x)x? 4 2xu(x) et donc:

Y/(3) = 2y(x) = /()2 +M—W=u<x)x =
X //__/(

Et y est solution de l’équation si et seulement si
L

&~ T .
u'(x)x?> =x & u’(x) == donc par exemple si u(x) = In|x]|.
X
Une solution particuliére de I'équation est donc donnée par:
y(x)=1In |x|x2.
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Solution générale de l'équation linéaire

D’aprés les raisonnements précédents, la solution générale de
l"équation linéaire (EL) de départ est donnée par:

— Yeuke ’\"Nm—da. tukcte.
y(x) =scen (x) + ysper (x)

= Cexp(—D(x)) + yspe (%)

ol P(x) = Mx.
20 =] G ¢ [, Amtce 4 Jonnlle &5
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Déterminer la valeur de C

Si des conditions initiales ont été fournies dans 'exercice, il faut
maintenant les prendre en compte. La solution générale est:

y(x) = Cexp(-P(x)) + yspec (x)

Pour trouver la solution particuliére vérifiant les conditions initiales, il
faut déterminer la valeur de la constante d'intégration C qui
correspond a la condition initiale.

Remarque

En général la solution particuliére trouvée a l'étape 2 n‘est pas la
solution particuliere qui vérifie les conditions initiales. Cette derniére
étape est donc importante !
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Exemple

Considérons le probleme de Cauchy suivant :
y'+2xy =2x, y(0)=2 (EL)

1. Etape 1: On résout d’'abord 'ELHA : y’ + 2xy = 0. On écrit

l’équation sous forme séparée: )2 4
/ .
Y +2x=0. 7
y
On intégre alors l'équation:

d _
j—y—i-JZde:O — Inly|l+x2=¢
Yy

= )’SGEH()f) = Cexp(-x?),

ol la constante C est donnée par C = +e®.
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Exemple (Suite)

2 Etape 2: On cherche une solution particuliére de l'équation:

Yy +2xy = 2x. (EL)
Par la méthode de la variation de la constante on cherche y sous
la forme

y(x) = u(x)exp(-x)
pour une fonction inconnue u. Alors:
Y’ (x) = u’(x)exp (—xz) — 2xu(x)exp (—XZ)

En remplacant dans l'équation y’ + 2xy = 2x, nous obtenons :

u’(x)exp (—XZ) - ZXWXZ) + ZXMCXD'(—XZ) = 2x,

7~

d’'ou
u’(x) = 2xexp (xz)
et donc u(x) = exp (xz). Une solution particuliére de notre EDO
est donc donnée par:
y(x)= exp(xz)exp(—xz) =1
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Exemple (Suite)

3 Etape 3: La solution générale de l'équation
y' +2xy = 2x (EL)
est donc:
_ 2
y(x)=1 —l—E_exp( X ),
pour C € R.

4 Etape 4: On veut trouver une solution particuliére au probléme
de Cauchy, c’est-a-dire qu’on veut trouver 'unique solution
vérifiant y(0) = 2. L'expression ci-dessus évaluée en 0 donne:

y(0)=1+C=2,
et donc C = 1. La solution finale du probleme de Cauchy est
donc:
y(x)=1+ exp(—xz).
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Equations linéaires du second ordre a coefficients
constants

Définition
Une équation linéaire du second ordre a coefficients constants est
une équation de la forme :
ay” + by’ + cy = f(x)
pour certaines constantes a, b, c € R et pour une fonction donnée f.

> vy’ + 2y’ +y =0 (linéaire, homogéne, a coefficients constants)

> y”+ 2y’ +y = x? (linéaire, non-homogéne, a coefficients
constants)
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Méthode de résolution générale ( o (e
2 ’ - ) oeiec L
"+ L} v c> gc
La résolution d'une telle équation se fait en quatre étapes comme
dans le cas des équations linéaires du premier ordre:

1. Résolution de l'équation linéaire homogeéne associée:
ay” + by’ +cy=0.
2. Trouver une solution particuliére de I'équation linéaire générale
(avec f.)
3. Ecrire la solution générale de l'équation linéaire comme la
somme de la solution particuliére de l’équation linéaire et de la
solution générale de 'équation homogéne

4. (sirequise): Déterminer une solution exacte grace au conditions
initiales d'un probléme de Cauchy

Dans le cas des équations du second ordre les étapes 1 et 2 sont plus
compliquées.
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Polynéme caractéristique

On commence par résoudre 'équation linéaire homogéne associée
(ELHA) :

ay” + by’ +cy=0.
Dans le cas des équations du premier ordre cela revenait a résoudre
une équation a variables séparables. Dans le cas présent, la méthode
de séparation des variables ne s’applique pas.

A une telle équation on associe son polynéme caracteristique :

A a)’ +bl+c.
Selon le nombre de racines réelles de ce polynéme, c’est-a-dire en
fonction du discriminant de ce polynéme, la solution générale prendra
une forme différente.
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Solutions de l'équation linéaire homogéne associée
Théoreme

Soit ay” + by’ 4+ cy = 0 UELHA et a\? + b\ + ¢ son polynéme
caractéristique. Alors:

Cas 1 Sib?-4ac >0, on note A\ = —b+\/2122—74ac ot

—_pb— 2_ . ~
A> = b‘/zb—aw les deux racines du polynéme

caractéristique. La solution générale de l'équation
homogéne (SGEH) est alors :

ysaeH(x) = Crexp(A1x) + Coexp(Azx)
ou C; et G5 sont des constantes

Cas 2 Sib?—4ac =0, on note \ = % l'unique racine du
. polynéme caractéristique.La solution générale de
&&Womogéne (SGEH) est alors :
= x) = (C; + Cox)exp(Ax
(=¥ RS2 yscer(x) = (C1 + Cox)exp (Ax)
QXCV ou C; et G5 sont des constantes

Ysoem b3= Q»Q(kx)-l— C xu-‘»(.)b
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(‘ ) avee DO
Théoréme (continué) -4 =

\,

Cas 3 Sib?—4ac<0,on note p = 5 etw:—\/4ac b2. La
solution générale de l'équation homogne (SGEH) est
alors:

Jorsle —> o) = (€1 o) + Cos(c) 0 ()

ou C; et G5 sont des constantes
.__q_ pﬂhik-us

Remarque: le cas 3 correspond au cas ou le polynéme caractéristique
n‘a pas de racine réelle mais a deux racines complexes, données par:
AM=p+io etAy=p-iw.

C’est donc le signe du discriminant du polynéme caractéristique:
aM’+br+c
qui définit la famille de solutions de l’équation homogeéne.
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Une remarque

Nous ne démontrons pas ce théoréme, mais vous pouvez vérifier que
les expressions données définissent bien des solutions.

Remarque
Il est important de remarquer que dans le théoréme ci-dessus, la
solution ysgey est toujours de la forme::

ysceH (x) = C181(x) + Caga(x)
ou g1 et g» sont données par le théoréme et dépendent du cas dans
lequel on se trouve et C; et C, sont les constantes d’intégration.

Par exemple dans le Cas 1, ou le polynéme caractéristique a deux
racines distinctes A1 et A\, on a:

g1(x) =exp(A1x), ga(x) = exp(\2x).
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