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Contenu de la section

Equations linéaires du second ordre a coefficients constants (suite)
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Rappels

Définition
Une équation linéaire du second ordre a&oétficients'‘constants est

une équation de la forme::
ay” + by’ + cy = f(x)
pour certaines oenstantesia; b;e et une fonction donnée f.

|’équation linéaire"homogénerassociée (ELHA) est l'équation oti on a
choisi f = 0O:

//_|_ b'ZJ/_I_ CL}S:.
Le polyndme caractéristique de l’équation homogene est:
2
a)\ +bAtc/l
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(suite)

e . ° )\ J —_ >

Méthode de résolution < =y *E} y L= fé dy T
A CIT

La résolution d’une telle équation se fait en quatre étapes:

1. Résolution de 'équation linéaire homogeéne associée (ELHA) .

ysceH(X) = C181(x) + C282(x), éNMié’m@g
ou la forme de g1 et g> dépend du discriminant du polyndéme
caractéristique. (Nous avons vu cette étape au dernier cours).

| 2. STrouver une solution particuliére yspg (x) de l'équation linéaire.
Ecrire la solution générale de l'équation linéaire (EL) comme:
Glblotin dus y(x) = yscen(X) + YspeL (X). & jw“@‘l

do s
hes . ek o |

4. Si des conditions initiales sont présentes, les prendre en compte
pour déterminer les valeurs de Cq et Cs.

On commence par donner un exemple de résolution d’'une équation
homogene (f = 0), ou les étapes 2 et 3 peuvent étre sautées.

On verra ensuite plusieurs méthodes pour effectuer l'étape 2 et
trouver des solutions particulieres en fonction de la forme de f.



(suite)

Exemple

Résolvons le probléeéme de Cauchy ]Z<>>: 4 7 //OB = O j N adCali®S
Y =3y'+2y=0, x=0, yo=1 y5=0 < ¢ &

Cette équation linéaire est déja homogeéne, donc il N’y a que les
etapes 1 et 4 a considérer.
Etape 1: le polyndme caractéristique est /\ - S A+)  ;sesracines sont
2et @ Ceci nous place dans le cas 1 du théoréme, et donc la solution
générale est : > =9 (W <>
y(x) = Crexp (@) + Caexp (),
Etape 4: prendre en compte les conditions initiales. Par définition la
solution cherchée vérifie y(xp) = yo et y'(xg) =y soit
y(0)=1e>C, €/ RL, nq@&{@ Ci+Co=1

c’est-a-dire
y’(0)=0 2C, +C>=0
dont on tire C; = -1 et C> = 2. La solution du probleéme de Cauchy est
donc :

y(x) = —exp(2x) + 2exp(x).
> 77“: X8 ”QWQ(D\X\‘*CLW(XB Myj(o\t ©C v Cy
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(suite) forme du second membre f

Contenu de la section

Fquations linéaires du second ordre a coefficients constants (suite)
I-ftape 2 pour les équations du second ordre: déterminer une
solution particuliére de l’équation non-homogeéne a partir de la
forme du second membre f



(suite) forme du second membre f

Déterminer une solution particuliere

Comme dans le cas des équations du premier ordre, il faut trouver
une solution particuliere yspr; de 'équation linéaire (EL) de départ.
Mais contrairement aux équations du premier ordre la méthode de

AV v |

On va expliquer comment deviner la solution particuliere a partir de la
forme du second membre dans les cas ou la fonction f est:

» un polynéme

» une somme de fonctions exponentielles

» une somme de fonctions trigonométriques

Il arrive aussi (rarement) qu’une solution soit facile a identifier; c’est
en général le cas pour les solutions constantes.

’équation linéaire du second ordre:
y// —I— 3y/ _|_y — 1
admet y = 1 comme solution particuliere.
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(suite) forme du second membre f

Fquations linéaires du second ordre a coefficients constants (suite)
I-ftape 2 pour les équations du second ordre: déterminer une
solution particuliére de l’équation non-homogéne a partir de la

forme du second membre f
Polynbmes



(suite) forme du second membre f

Second membre polynomial

Résultat
Soit ’équation:
ay”’ + by’ +cy=*.
Si f est un polynéme de degré i, on cherchera yspg; sous la forme
d’un polynéme :

> de degré@sic =0 >7 Cedewiek ol G C= O
) ~ |

>dedegrén+1sic:()etb¢()M €/JC7 A&A&Xw%

» de degrég+2sic=0,b=0eta=0.

Dans le cas ou (par exemple) b = ¢ = 0, 'équation devient juste

ay’ =f.
| est donc normal de chercher y comme un polynéme de degré n + 2,
buisque la dérivée seconde d’un polynéme de degré n + 2 est un
bolyndme de degré n.
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(suite) forme du second membre f

Soit l'équation S +O

y//_l_y/ +_@y=x2.
On va trouver une solution particuliere qui est un polynéme de degré
2. On cherche donc trois nombres réels p, g, r pour que:

y(x) = px? 4+ gx--r soit solution de '’équation. On calcule alors:
Y 4y 2y =2p +(2px +q) + 2(px° + gx + 1)
= 2px® + (2q + 2p)x + 2p+ q + 2r

Cette fonction y vérifie l'équation si et seulement si:

O X+ O ( Zp:]_

=
2px2+(2q+2p)x+2p+q+2r:7x2?< 2g+2p=0
?Sa/Q&Eé d};*;y@p +qg+2r=0

On trouve donc p = —g = % et r = —% et la solution particuliere est:

1, 1 1
y(x)—zx — 35X~
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(suite) forme du second membre f

Fquations linéaires du second ordre a coefficients constants (suite)
I-ftape 2 pour les équations du second ordre: déterminer une
solution particuliére de l'équation non-homogéne a partir de la
forme du second membre f

Exponentielles



(suite) forme du second membre f

Second membre en exponentielles

Le polyn6me caractéristique rentre cette fois en jeu:

Résultat
On considére ’équation

ay’ +by' +cy=f

et son polynéme caractéristique a\’ + b\ + c. Sif a la forme

f(x) = Aexp(kx), = P

pour des constantes A et k, alors on cherchera yspr; de la forme :

>
>
>

Bexp (kx), si k n‘est pas racine du polynéme caractéristique @q (B

Bxexp (kx), si k est racine simple du polynéme cara&erlsthue g %‘L

Bx? exp (kx), si k est racine double du polynéme caractéristique.

Dans ces trois exemples [ est un nombre réel a déterminer.

On dit que \g est:

> racine simple d’'un polynéme P si P(Ag) = 0 mais P'(A\g) =0
> racine double de P si P(Ag) = P’(\g) =0
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(suite) forme du second membre f

Soit l'équation
y" =3y’ 4+ 2y :iex. |

Nous allons trouver une solution particuliere avec la regle précédente.
Le polynéme caractéristique est P(\) = A\ — 3\ + 2 dont les racines
sont 1 et 2. Ici eX = el'X, et 1 est racine simple de P. Par le critére
précédent on cherche donc une solution sous la forme
y(x) = pxe”

pour un § € R a déterminer. On a alors: y’(x) = (1 + x)e”,
y’(x)=p(2+ x)e* et:

y' =3y’ 4+ 2y = [3((2 +x)e* =3(1 +x)e* + 2xeX) — peX =™
On choisira donc § = -1, ce qui donne la solution particuliere:

N~ ~— X

y(x) = —xe”.
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(suite) forme du second membre f

Fquations linéaires du second ordre a coefficients constants (suite)
I-ftape 2 pour les équations du second ordre: déterminer une
solution particuliére de l’équation non-homogéne a partir de la
forme du second membre f

Fonctions Trigonométriques



(suite) forme du second membre f
Second membre en fonctions trigonométriques

On considere l'équation
ay’ +by' +cy=f
et son polyndme caractéristique a\?+ b\ + c. On rappelle la grandeur

2
w = —Vdac - b2 ) A\ b Nee
q’ @euol\@_ [N O
qui intervient dans la résolutionmde 'équation homogene.

Résultat
On suppose que f(x) = A cos(kx) + Bsin(kx) pour certaines constantes

Alors:

> Sib2—4ac > O, on cherchera yspr; sous la forme
/220 yspeL = acos(kx) 4+ fsin(kx).

> Sib°—4ac <0, etsik =w, on cherchera Yspg| Sous la forme
Qé’o YsSpEL :é((XCOS(kX)—F[gSin(kX)).

Dans ces exemples o et p sont des nombres réels a déterminer.
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(suite) forme du second membre f

Linéarité des équations

Dans le cas ou le second membre f appartient a plusieurs des
catégories décrites précédemment, il suffit de
pour chaque composante de f.

Imaginons que k“;%i/ ‘?2?7“ /_ﬂ&\w—-
2, 1 —3x

f(x) =cos(3x)+x“+1+e ",

Pour trouver une solution particuliere d'une équation du type
ay’+by' +cy=f

il suffit d’appliquer trois fois séparément les critéres qu’on vient de
voir: respectivement a cos(3x), x° + 1 et e~3%. Ceci donne trois
solutions différentes, et la solution cherchée pour f est la somme de
ces trois solutions.
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Exemples de résolution d’équations d’'ordre 2

Contenu de la section

Exemples de résolution d’équations d’ordre 2



Exemples de résolution d’équations d’'ordre 2

Un exemple

Nous considérons UEDO linéaire du second ordre a coefficients
constants suivante : Qy O

y" =9y = x +exp(2x) + exp (3x). e Sk
Le probléme de Cauchy n’est pas précisé ici, donc on procede a sa
résolution en suivant les étapes 1 a 3.

Etape 1: Le polyndme caractéristique de l’équation est A2 -0, qui a
deux racines distinctes, 3 et —3. Ceci qui nous place dans le cas 1 du
théoréme. Dés lors la solution générale de l'équation homogéne
y” —9y = 0 est donnée par :

ysceH(x) = Crexp(3x) + Gz exp(=3x)
ou C; et C5 sont des constantes réelles.
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Exemples de résolution d’équations d’ordre 2

Etape 2: le second membre est une somme de plusieurs termes:

Yied = 7 y" =9y =k exp(2x) +exp (3x),
Dans cette situation, nous allbns: N Wy

» appliquer a chaque terme la méthode correspondante pour
trouver une solution, et

> faire la somme des solutions particulieres.

Faisons cela:
> |le terme x, est un polynéme de degré 1. La méthode indique donc
de chercher une solution sous forme d’'un polynéme de degré 1,
c’est-a-dire de la forme ax 4+ 3 ;
> le terme exp(2x) est une exponentielle et 2 n‘est pas racine du
bolyndme caractéristique. Il faut donc chercher une solution de
a forme yexp(2x) ;

> le terme exp(3x) est une exponentielle et 3 est racine simple du
bolyndme caractéristique. Il faut donc chercher une solution de

a forme (pxexp(3x).

Ici o, B, y, & sont L{ constantes réelles a déterminer.
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Exemples de résolution d’équations d’ordre 2

Nous cherchons donc une solution particuliére qui a la forme
suivante : -
yspeL (X) = (ax + ) + yexp(2x) + dxexp(3x). < Q:/“;:}E\CM
Pour faire ca, nous imposons que cette fonction soit solution de
"équation linéaire de départ:
y" =9y = x +exp(2x) + exp (3x).
Pour cela nous calculons:

Ypr, (X) =0+ 4yexp(2x) + ¢(6 + 9x) exp(3x)

et insérons cela dans l'équation : 7 speL
A D
@/exp(Zx) + ¢(6 + 9x) exp(3x) - 9((ocx + ) + yexp(2x) + ¢ x exp(BX))
Y et (Ox + exp(2x) +exp (3x)

ce qui se simplifie en:
[00x =9 Byern(20) o0
er et

Cette équation est donc vérifiée des qu

g
OC—E) ﬁ_of (?}

- —
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Exemples de résolution d’équations d’'ordre 2

En remplacant les valeurs de ¢, 3, y et ¢ par les valeurs trouvées, la

solution particuliere est donc:

1 1 1

yspeL(x) = —§X T 5 exp(2x) + EXGXP(3X)-

Etape 3: c’est ici une étape de récapitulation : la solution générale de

"équation linéaire de départ est donc |
y(x) = exp(3x) + C> exp(—3xb \B«&\%@l

1 1 1 — Y iexw Q%_ M\M

- X = exp(2x) + gxexp(?)x).l < L\gmMﬁ\Q

) Y el
Etape 4: elle pren conditions in S en compte, mais nous n'en
avons donné aucune ici. Le HE

initiales serviraient, sinon, a
déterminer les constarites C; et Co. R y
Yoy of égwgv\s\ S S
de CX




Exemples de résolution d’équations d’ordre 2

Un autre exemple

Nous considérons cette fois l'équation linéaire suivante avec
probléme de Cauchy :

y”"+y=cos(2x), y(0)=1, y'(0)=0.
Etape 1: le polynéme caractéristique est A2 + 1. L'équation homogene
associée:

y// _|_y — O

@ @@ de racinesa@@lles et se trouve donc dans le cas 3 du
théoreme), avec p = 0 et w = 1. (Ceci revient a dire que les racines

complexes de A\ +1 Sont..) La solution générale de 'ELHA est alors :
ysceH(x) = Cq cos(x) + Cosin(x)
pour des constantes réelles C; et Co.
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Exemples de résolution d’équations d’'ordre 2

Etape 2: on cherche maintenant une solution particuliere de
y” +y :\%;OS(ZX)\&C/E }(_,%\?’\/—S— .
Le second membre est de la forme A cos(kx) + Bsin(kx) avec
A=1, B=0, k=2
On cherche donc une solution particuliere avec la méthode pour un

second membre trigonométrique. Comme icmElNCRaKEEI ct on
cherche une solution particuliere de la forme:

yspeL = acos(2x) + Bsin(2x)
avec o et  des réels a déterminer. Imposons que cette fonction soit

solution de l"équation linéaire de départ. On calcule alors:

Yepr = —2asin(2x) 4 2p cos(2x)

ygEFL — —.404 cos(2x) — 4B sin(2x) 5 0
et on remplace dans l'équation : —
Yepr (X) 4+ YspeL (x) = cos(2x) <= «3acos(2x) = 3psin(2x) =hcos(2x).
Ceci est vérifié pour o = _—31 et p = 0. La solution particuliere est donc:

—cos(2x
yspeL (Xx) = 3( )-
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Exemples de résolution d’équations d’ordre 2

Etape 3: la solution générale de l'équation linéaire de départ est ainsi

y(x) = Cq cos(x) + Cosin(x) — % cos(2x).

Ftape 4: Il reste a utiliser les conditions initiales y(0) = 1,y’(0) =0
pour pour déterminer les valeurs de C; et Cs. L'expression ci-dessus
donne:

( 1 ( 4
Cv(0)=1 Ch—=—=1 Ci = —
y )j( ) — ! " 3 — ! "3
La solution cherchée est ainséil: .
y(x) = 3 cos(x) — 3 cos(2x).

(:‘\N \



