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Dans ce chapitre nous allons décrire des maniéeres plus ou moins
élaborées pour compter et dénombrer des objets.

Nous verrons des comptages avec répétition, sans répétition, et des
comptages de “tas”.
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Combinatoire Puissances et comptage avec répétition

Comptage avec répétition 1

Question

Combien de séquences de 5 lettres peut-on réaliser avec les lettre A,
C,GetT?Les lettres peuvent se répéter.

Réponse

Pour la premiére lettre, il y a 4 choix possibles: A,C,G et T. Pour la
deuxiéme lettre il y a encore 4 choix possibles, ce quifait4-4 =16
choix pour les deux premiéres lettres. Pour chacune des lettres
suivantes il y a encore 4 choix possibles vu qu’on autorise les
répétitions. En fin de comptesily a:

4.4.4.4.4=4°=1024 choix possibles.
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Comptage avec répétition 2

Question
Combien de séquences de 8 chiffres peut-on réaliser avec les chiffres
O et 1 ? Les chiffres peuvent se répéter.

Réponse
Pour le premier chiffre il y a 2 choix possibles: O et 1. Pour chacun des
chiffres suivants il y a encore 2 choix possibles vu qu’on autorise les
répétitions. En fin de comptesily a:

28 =256
séquences possibles.
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Combinatoire Factorielle et comptage sans répétition

Un exemple de comptage sans répétition

Question

Combien de séquences de 4 lettres peut-on réaliser avec les lettres A,
C, Get T en utilisant une seule fois chaque lettre ?

Réponse

Pour la premiere lettre, il y a 4 choix possibles: A,C,G et T. Pour la
deuxiéme lettre il N’y a plus que 3 choix possibles: peu importe la
valeur choisie pour la premiére lettre, la deuxieme lettre doit étre
différente de la premiére. Pour la troisiéme il ne reste alors plus que 2
choix, et pour la quatrieme un seul choix possible.

En fin de comptesily a:

4.3.2-1=24
choix possibles.
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Plus généralement

Question

Soit n > 1 un entier naturel. On dispose de n lettres différentes.
Combien de séquences de n lettres peut-on réaliser en utilisant une

seule fois chaque lettre ? (-U( e P""/":I b ,\&_;‘_\3

Réponse

Pour la premiére lettre, il y a n choix possibles. Pour la deuxiéme il n'y
a plus que n — 1 choix possibles car la deuxieme lettre doit étre
différente de la premiére. Pour la froiSieéme il ne reste alors plus que
n — 2 choix (la troisiéme doit étre différente des deux premiéres), pour
la quatriéme il reste n — 3 choix, et ainsi de suite... jusqu’a la -
lettre (la n-éme), pour laquelle il n'y a plus qu’un choix possible.

En fin de comptesily a:

n~(n—1)-(n—2)~--2.

choix possibles.
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Combinatoire Factorielle et comptage sans répétition

Factorielle

La factorielle d'un entier naturel n > 1, notée n!, est définie par :
n':=n(n-1)(n-2)---3-2-1
Pour n =0, on définit 0! = 1.

Exemple

Ol=1 1l=1 2l=1x2=2 31=1x2x3=6 41=24

Comme nous venons de le voir dans 'exemple précédent, n! décrit le
nombre de maniéres d’arranger n objets distincts a la suite, sans
autoriser de répétition. On dit parfois que n! compte le nombre de
permutations (ou réarrangements) possibles de n objets.
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Proporiétés de la factorielle

Résultat
Pour toutn >1,

n'=n-(n-1)!

C’est ce qu’on appelle une

: il suffit de connaitre
la valeur de (n —1)! pour calculer n!.

Preuve

n'=n(n-1)(n-2)---4-3-2-1 (&%Lcw)
=n[(n-1)(n-2)-4-3-2:1] (astecmkivis

=n(n-1)! (u%whw
ot



Combinatoire Coefficients binomiaux et comptage de “tas”

Contenu de la section

Combinatoire

Coefficients binomiaux et comptage de “tas”



Combinatoire Coefficients binomiaux et comptage de “tas”

Comptage de “tas”

Question

peut-on former avec

\33 ‘aﬁa;Ufahg

Combien de séquences de 2 let
ACT,G?

Réponse
4x3=12. T

Dans l'exemple précédent, l'ordre des lettres compte. Par exemple CA
et AC comptent comme deux séquences de deux lettres différentes.
Question

Combien de séquences de 2 lettres différentes peut-on former avec
A,C,T,G, sans tenir compte de l'ordre? (Donc ot CA et AC comptent

comme la méme séquence). @ Qﬁ@&%\w & bewt

Réponse

4x3/2 =6. 2, <
P*“‘ﬂ';b:g
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Plus généralement

Question

On dispose de n lettres différentes. Combien de séquences de k

lettres _ peut-on former avec? -

Réponse

n(n— 1)(n_2)...(n—(kll)) = (nilk)l:(:‘;\é;)l.:.:f\f:

-1 w (M -(2- “\\ L\on.ca.-d
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Combinatoire Coefficients binomiaux et comptage de “tas”

Comptage de tas

On dispose de n lettres différentes. Supposons maintenant qu’on
veuille compter les séquences de k lettres différentes (k < n), mais
sans tenir compte de l'ordre. En d’autres termes on veut seulement
compter le nombre de “J@l}” de lettres distinctes. Par exemple GAT et
TAG représentent le méme “tas” de lettres.

Question

Combien de i de k lettres différentes peut-on former avec n
lettres (différentes) données ?

On sait déja combien de séquences de lettres on peut former: c’est
(n k) Pour trouver le nombre de tas il faut diviser ce nombre par le
nombre de permutations de k lettres possibles, qui vaut k! .

Réponse )WQ«MJAMM ovec fus Cothngs

O.QAﬁ tmﬁ
S Clevt v akien

n!
(n—k)!k!
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Les coefficients binomiaux

Pour O < k < n, le nombre précédent est appelé coefficient binomial et

| g’(n):( = C2

k n—k)lk!

se &b wm Doske R

Calculer ( ), pour tous les k et n, permet donc de compter le nombre
de “tas” (sans tenir compte de l'ordre) de k objets distincts (par
exemple des lettres) choisis parmi n objets distincts.

On va maintenant voir comment les calculer.
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Combinatoire Propriétés des coefficients binomiaux

Symétrie des coefficients binomiaux

Quand on compte des “tas”, on peut poser deux questions similaires :

Question

De combien de facons peut-on choisir k objets distincts parmi n objets
distincts, sans prendre en compte leurjordre?

Réponse: (). nassiends S o< 0 e’\'e
Question 1

De combien de facons peytfon choisir n — k objets distincts parmi n
objets distincts, sans pgendre en compte leur ordre?

Réponse: (,”,). Mais a'chaque fois qu’on choisit un tas de k objets, le
tas des n — k autres esf imposé aussi: on a donc

n )= ’k!
n—k/f . "n,-e'
o n-2))? (&)

R
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Combinatoire Propriétés des coefficients binomiaux

La preuve de ce résultat par le calcul

On peut directement démontrer ce résultat par un calcul en utilisant
la définition des coefficients binomiaux:

(nik) - (n—(n—:)!)!(n—k)!

n!



Combinatoire Propriétés des coefficients binomiaux

Calcul des coefficients binomiaux par récurrence

Résultat
Pour tout entier naturel n > 0, pour tout entier naturel k > 1 :

(G

Cette proposition doit étre vue comme une formule de récurrence sur
n. Si pour un n donné on connait tous les coefficients binomiaux (})
pour 0 < k < n on peut alors calculer les coefficients binomiaux (”':1).
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Preuve
On calcule le membre de droite en utilisant la définition des
coefficients binomiaux:

)

n! n!
— (n—k)k! + (n—(k=-1))(k-1)! )‘-‘M
__ nin—k+1) nlk {u%j
(n=K)k!(n—-k+1)  (n—k+1)k(k-1)! A
B (GRISSIES (SR T e
l(n— ! +)! akkae o
ki(n-k+1)! (Aaan! iy
BWl(n-k+1+k) Anr1) (n+1) = .

(n+1-kK)lk! (n+1-k)kl | «




Combinatoire Propriétés des coefficients binomiaux

Triangle de Pascal

Ce calcul se représente graphiquement par le Triangle de Pascal:

(3:1 1‘{:

1 6 15 20415
\
1 7T 21 35 35 1

Chaque nombre est la valeur d’un coefficient binomial. La premiére
ligne correspond a n =0, la deuxieme a n =1, etc... La premiére
colonne correspond a k = 0, la derniére a k = n.
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Combinatoire Formule du binéme de Newton

Formule du binbme de Newton

Les coefficients binomiaux interviennent naturellement quand on veut
développer des puissances.

(x+y)2 =(x+y)(x+y)=xx+xy+yx+yy =1x° + 2xy 1y
(x+y)>=(x+y)(x+y)(x+y)

= x(xx +xy + yx +yy) +y(xx +xy + yx +yy)
=3 4+ 3x%y + 3xy?
Les coefficients (1,2,1) et (1,3,3,1) correspondent aux lignes n = 2 et

n = 3 du triangle de Pascal. (Donc respectivement la 3éme et 4éme
ligne).



Combinatoire Formule du binéme de Newton
Triangle de Pascal (Rappel)

1

©M (X+y)2—x +2xy +y°. Les

coefficients sont (1,2,1) sur la
troisiéme ligne (n = 2).
D (x+y)3 =x343x2y +3xy° +y3.

Les coefficients sont (1,3,3,1)
1 5 10 10 5 1 sur la quatrieme ligne (n = 3).
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Formule du binbme de Newton

Plus généralement, les coefficients binomiaux apparaissent dans la
formule du binbme:

Résultat (Formule du binéme de Newton)
n__ - n k. ,n—k
(=) (7

o n\ n n n-1 2..n-2 n n-1 n\ n
(o o B et
="+ (:)xy”_l +--- +( " 1)Xn_1y +x".

n_

Preuve

Par récurrence. Nous ne la ferons pas ici, vous pouvez la lire dans le
syllabus.
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Illustration avec le triangle de Pascal:

1= X
141= 2 =2
Ld2 01 =4 =27 La premiére ligne
3 N h —
1 +34341 =R=2 correspondanS—O. Pour
y  calculer (x+y)> onlitles
1446 Fay1 = N6 = g‘ coefficients sur la sixiéme
1 5 10 10 5 1 = ) ligne du tableau:
16 15 20 15 6 1 ° |Cw
17 21 3 3 a1 7 1]/

(x+y)>=x+ 5x4y +10x3y? + 10x%y> + 5xy? + y°.

A= £ (7) At 2 (1)

SO
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