Géométrie Analytique dans IR?
et IR>: produits scalaire et
vectoriel

(Syllabus Chapitre VIl parties 4 et 5 et Chapitre VIl partie 1.)
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Produit scalaire Définition

Rappel

Dans tout ce cours on rappelle que R” désigne 'ensemble des points
représentés par n coordonnées dans IR:
(Xl,...,Xn) e R".

Si n = 2 ceci décrit les points ou vecteurs du plan, si n = 3 les points
ou vecteurs de l'espace.



Produit scalaire Définition

Définition
Le produit scalaire entre deux vecteurs vV = (vi,..-,vp) et
W= (wy,...,w,) de R" est donné par

<7,W)> =ViWy + -+ VW,

C’est donc un nombre réel (un “scalaire”).

Exemple

((2,1),(2,5))=2-2+1-5=9



Produit scalaire Définition

Produit scalaire et norme

Le produit scalaire est associé a la norme par la relation suivante:

2l = v+ + 2= (7. 7).
En particulier: <7,7> —0 e vV=0. (?«c‘ﬂhité de |( “)

Rappel: La norme d'un vecteur correspond a sa “longueur” d’aprés le
théoreme de Pythagore.

(pour n = 2) Si (a,b) € R?, on a[(a,B)[[= Va2 + b2. Et
indépendamment,

V(@ b),(ab)y=Va-a+b-b=+a2+b2.
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Produit scalaire Définition

Propriétés du produit scalaire

Résultat

- 7 - . .
Pour tous vecteurs a, b, ¢ € R" et scalaires A\, € R, le produit
scalaire vérifie les propriétés suivantes :

1. <()\E> + MB)),?> = )\<E),?> + V<B>’?> (linéaire a gauche)
2. <E>, B)> = <B>,E>> (symétrique)

> ‘wfmg&““‘-“‘-
- = e — = R yce s -
3. <a,a>ZOetdeplus,<a,a>:O <= & = 0 (défini positif).

Les deux premiéres propriétés montrent qu’il y a également linéarité a
droite ; on dit alors que le produit scalaire est bilinéaire.
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Produit scalaire Inégalité de Cauchy-Schwarz

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Résultat (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

— — n
Pour tous vecteurs a, b deR", on a
— d

C’est un résultat fondamental , dont |a preuve sera exigible a
'examen.

Il dit que le produit scalaire entre deux vecteurs est au plus égal (en
valeur absolue) au produit des deux normes.



Produit scalaire Inégalité de Cauchy-Schwarz

Preuve R =
Pour tout nombre réel t, on calcule la quantité <3> +tb ,3) +tb > Elle
est positive par définition du produit scalaire. Nous pouvons la
ré-écrire grace a la bilinéarité sous la forme : a..
(7 +(B)(3+15) = (3,(F + (B )+ (5.(7 +B))( §
L___‘/——-—/ D y
<_> _’> + 2<E’,B>> t+t2 <B),B)> (e.- =

W =\aa &:)
o :||3||2+2<3’,B)>t+t2||3)||220 s7“"“‘

qui donne alors:

qui est l'inégalité annoncée.



Produit scalaire Inégalité de Cauchy-Schwarz

Une autre maniere de calculer le produit scalaire
A
v /e
;)

Résultat
SiV et W sont des vecteurs de R", alors
— =S\ == 0
vV, w)=|V|[||w| cos(O)
ou 0 est l'angle orienté formé par les vecteurs V et W (qu’on imagine
basés au méme point!).

La preuve n'est pas a connaitre. Si vous étes intéressé-e-s, voir le
syllabus, c’est une application des formules de trigonométrie.



Produit scalaire Inégalité de Cauchy-Schwarz

De ce résultat on déduit une propriété fondamentale du produit
scalaire:

Corollaire

Le produit scalaire de V' et W s‘annule si et seulement si les vecteurs
sont orthogonaux (c’est-a-dire s’ils font un angle de %) ou si l’'un des
deux est nul.

Preuve
On utilise le résultat précédent:

(7. 7) = [7][7]] cos(o)

Si les vecteurs ne sont pas nuls, alors leur norme n’est pas nulle. Dés
lors le produit scalaire est nul si et seulement si le cosinus l'est. Ceci
arrive exactement pour des angles % (des angles droits).



Produit scalaire Inégalité de Cauchy-Schwarz

Il faut retenir le principe suivant: le produit scalaire sert a dire quand
deux vecteurs sont orthogonaux ou non.

- = .
Quand deux vecteurs vV et w sont orthogonaux, on notera parfois

<l
=l
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Produit scalaire Application aux équations de droites

Comment trouver 'équation d’une droite du plan?
(Vg )
équation cartésienne /,(?"IP") 7
On a vu qu’une droite de R? passant par p dans la direction V est
'ensemble des points (x1, x>) vérifiant
(x1 = p1)v2 = (x2 = p2)v1,

c’est-a-dire

a(x1—p1)+b(x2-p2) =0
pour a = vy, b = —v;. On réécrit ca comme

-A —_ - o

X > =
pour @ = (a,b) = (v2,—v1). <wm, P
Si x est un point de la droite, le vecteur p7 est orienté dans la
direction de la droite. Ce calcul montre donc que W est un vecteur
perpendiculaire (ou encore “vécteurnermal’) a la droite. Ecrire

<F>,x— p> =10 est une maniére de retrouver l'équation de la droitel!
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Produit scalaire Lois trigonométriques

Loi des cosinus

Résultat
Soit un triangle de sommets A, B, C et
d’angles associés A, B, C. Alors: B
AB? = AC? + BC? - 2AC - BC - cos C 5
A el
On A C

Ceci est un théoreme\de Pythagore
généralisé

?mt et dGakde & ei
o A dan r,aa..;k.:c.llm-
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Produit vectoriel Définition

Angle entre deux vecteurs

On commence par définir 'angle entre deux vecteurs:

Définition
Soient V et W deux vecteurs de R? ou de R3. La mesure de l'angle
entre deux vecteurs est l'unique nombre O entre DIt tel que

— —
v,w>

cos@zﬁ
- (w1

Dans RR? cette définition découle directement de la propriété qu’on
vient de voir:

(V. 7) = [7][[7]] cos(0)
quand les vecteurs font un angle 6. On décide alors de la prendre
comme définition pour des vecteurs de R3. On se restreint a 0 € [0, 7]
par parité de la fonction cosinus.



Produit vectoriel Définition

Le produit vectoriel

Définition

. - 77 3 AT . .
Soient &, b deux vecteurs de R°. On définit leur produit vectoriel
comme le vecteur dont les composantes sont les suivantes:

?\. "t§: ( Q',_‘LJ-“)LQ_ ] 03 g‘)’ QAL;’ a‘\LQ._ %éﬂx

H
En particulier, @ x b est encore un vecteur de IR3. (Dot le nom
produit “vectoriel”).

Le produit vectoriel est donc une fonction

-><-:IR3><]R3—>IR3:(E),F b

) axb.

Remarque

— —
Le produit vectoriel est parfois noté @ A b aulieude @ x b . Il nest

bien deéfini EiiEOUFAEE Vectelrs e




Produit vectoriel Définition

Le produit vectoriel

exemples d’applications:
> Les géologues se servent du produit vectoriel pour analyser et
prédire l'activité sismique.
» De méme, en infographie et en animation par ordinateur, on

utilise le produit vectoriel pour représenter la lumiéere par rapport
a un plan donné.

[ Ef\.\ Sk, %Q’\Jase.(e pe eb.f«w.«.&.



Produit vectoriel Définition

Propriétés du produit vectoriel

Résultat
. ) - _/> - 3 . ’ z
Soient o, o’ e Ret @, a’, b € R des vecteurs, et soit 6 'angle formé

par les vecteurs a et b . Alors:

H
> (@ +a’a’) xb=aaxb+a'a xb (linéaire a gauche)
g . P
x'a (anti-symétrique) ; —_
o R tudnine S olbe

et?x? 1 b,' ”t‘j Ut .L’kt L(Q'M

Preuve
Tous ces points se prouvent a partlr de la deﬁnltlon. (exercice)

_) . . . ey .
sin 0, le sinus est toujours positif

Dans l'égalité H—)
car l'angle © est, par définition, compris entre O et .
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Produit vectoriel Définition

Interprétation graphique

UAD

A

Plan formé par u et v/

Le produit vectoriel de T et V est un vecteur qui est orthogonal a I
eta Vv, il est donc orthogonal au plan formé par u et v. Sa norme:

— = A2 ] e
[ V| =[] || sime

est égale a l'aire du parallélogramme formé par TetV.
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Produit vectoriel Définition

La regle de la main droite

Aaxb
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Produit vectoriel Produit vectoriel et colinéarité

Vecteurs colinéaires de R3

Définition
On dit que deux vecteurs V et W non nuls de IR3 sont colinéaires si il

existe A € R tel que
- —
V=AWwW.

Ce sont des vecteurs de méme direction mais de longueur différente
et peut-étre de sens opposés (si A < 0).
Une convention: le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.



Produit vectoriel Produit vectoriel et colinéarité

Produit vectoriel et vecteurs colinéaires de R3

L'intérét du produit vectoriel est de détecter les vecteurs colinéaires:

Résultat
Soient V et W des vect_e)urs de R3. Alors V et W sont colinéaires si et
seulementsiVxw = 0.

Preuve

On utilise: ||7 X W)” = ||7|| ||W||sin 0, ot O est l'angle entre V et W.
Mais V et W sont colinéaires si et seulementsi® =0 ou 6 = T, et
pour ces valeurs sin(0) = 0.
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équations et systémes dans l'espace Généralités

Définition

Une équation est une égalité faisant intervenir une ou plusieurs
quantités inconnues.

Résoudre une équation revient a déterminer l'ensemble des valeurs
possibles pour les quantités inconnues de sorte que 'égalité soit
vérifiée. Ces valeurs sont les solutions de |’équation.

Dans une de ses formes les plus simples, une équation fait intervenir
une unique quantité inconnue : un nombre réel. La “quantité
inconnue” (ou simplement “inconnue”) est souvent nommeée x, mais
ce nom n'a rien de magique.



équations et systémes dans l'espace Généralités

» L'équation 2x —3 =1 a pour seule solution : x = 2.

» L'équation t2 — 1 = 0 (dont l'inconnue est t) a pour solutions :
t=1ett=-1. On peut écrire que |'ensemble des solutions est
S={-1,1}.

> L'équation sin(x) = 0 a pour solution x = 0, mais ily en a d’autres.
Par exemple x = 7. En fait, 'ensemble des solutions est formé de
'ensemble des multiples entiers de 1. On peut noter
S={kntqg. keZ}.

> L'équation x4+ 1 = 0 n‘a pas de solution dans les nombres réels,
car tout réel pris au carré est positif, donc x° 41 ne peut jamais
étre égal a 0. L'ensemble des solutions est donc vide. On peut
noter S = (.
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équations et systémes dans l'espace Généralités

Une équation peut faire intervenir plusieurs inconnues. Dans ce cas,
une solution est la donnée d’une valeur pour chaque inconnue.

Exemple

L'équation kB4 y2 =0 (dont les inconnues sont x et y) a une solution :
x =y =0.Iln"y en a pas dautres. On peut noter S = {(0,0)}.

Dans l'exemple ci-dessus, il y avait une équation, deux inconnues,
mais une seule solution.

C’est rare. Généralement une seule équation avec deux ou plus
inconnues posséde une infinité de solutions.

Exemple

L'équation x —|—y2 = 0 possede une infinité de solutions : pour chaque
nombre réel r, les valeurs ¥y =r et x = —r? fournissent une solution.
On peut noter S = {(—rz, r)tq.re IR}\ xX= —), “

v

/'A"‘
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équations et systémes dans l'espace Lien avec les équations cartésiennes

Plans dans l'espace

équation vectorielle
Soient V et W deux vecteurs non-colinéaires (ce qui signifie:
VXW =2 0). Un plan passant par le point p dans les directions des
- — ’ .
vecteurs vV et w est l'ensemble des points x de la forme
X=p-+ tv + SW.
lorsque s, t décrivent R. Les vecteurs 7, W sont pelés vecteurs

directeurs du plan. _(

'I. ' 3
équations paramétriques (ARWRWAN
Un plan est 'ensemble des points (x1, x5, x3) de la forme

X1 = py + tvy 4+ swy b= {Pn\\)m

X2 = p2 +tvy +swp

X3 = p3 +tvz+sw3
pour certains réel s et t.



équations et systémes dans l'espace Lien avec les équations cartésiennes

équation cartésienne
Un plan consiste en les points (x1, X2, x3) vérifiant
axy+bxy+cx3+d=0
pour certaines constantes a, b, ¢, d. De maniere équivalente :
a(xy —p1)+b(x2a—p2) +c(x3—p3) =0
ou p = (p1, P2, p3) est un point du plan. \\(( -, ‘,c)’ 'F: S
équation cartésienne, version 2

Un plan passant par p est 'ensemble des points x = (x, x>, X3)

vérifiant

<x — p,?> =0
pour un certain vecteur ™= (a,b,c) : le vecteur normal (ou encore
“orthogonal”).
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équations et systémes dans l'espace Lien avec les équations cartésiennes

Comment trouver le vecteur normal?

Résultat
SiV = (v1,v»,v3) et W sont deux vecteurs directeurs d’un plan P,
alors leur produit vectoriel est un vecteur normal a P.




équations et systémes dans l'espace Lien avec les équations cartésiennes

Un exercice d’application ar( 10> p L .
: = iy \
Question

Quelle est l’équation du plan (P) de R3 passant par le point %E
a=(1,4,2) et perpendiculaire a la droite passant par les points
b=(1,2,-1)etc=(1,1,1)?

Réponse
étape 1: on calcule un vecteur directeur de la droite (bc), qui sera
—>
donc un vecteur normal au plan. Par exemple le vecteur bc:
—
bc =c-b=(0,-1,2).

étape 2: Un point p = (x,y, z) appartient au plan (P) si et seulement si
ﬁ est orthogonal au vecteur bc: c’est-a-dire si et seulement si
(x-1,y-4,z-2),(0,-1,2))=0.
Ceci donne l'équation: —(y —4) + 2(z—-2) =0, soit:
y=2z
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