Limites et continuité pour les
fonctions réelles d’'une
variable réelle.

(Syllabus Chapitre IX, paragraphes 3 - 4; sauf notations de Landau)



Le cadre

Dans ce chapitre et les suivants nous allons étudier des fonctions
réelles d'une variable réelle.

Il s’agit de fonctions f : A — B définies a partir d'ensembles A et B
inclus dans IR, ce qu’on note

ACRet BCR.
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Rappel: Distances

Rappel
La distance entre deux réels quelconques x et y est |[x — y|.

Si >0, dire que |x — y| < 6 revient donc a dire que la distance entre x
et y est strictement inférieure a o.

En utilisant les intervalles, on écrira:
x—y|<0 & ye]x-0,x+0[ & x—-0<y<x+0

Soit x € R. On utilisera souvent la notation suivante:
x—y|<d, y=#x.
Ceci signifie que
y €]x=0,x+0[\{x} =]x =& x[U]x, x + 9.
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Limites Limites en un point

Idée intuitive de limite

Considérons la fonction f: Rg = R\{0} > R: x > % Son graphe est :

1 1 | I >
—27 —T —1 _{ T 2m

La valeur f(0) nest a priori pas définie car on ne peut pas diviser par
0. En méme temps, sin(0) = 0. On sait que % n'a aucun sens, mais a
partir de ce qu’on voit sur le graphe on aurait quand méme envie de
dire que f(0) = 1!

A la place, aprés avoir défini la notion de limite, on dira:

lim f(x) = 1.
x[)nO (X)



Limites Limites en un point

Définition rigoureuse de limite

Soit f:]c,d[ > Retsoita € [I, d]. On dit qu’'un nombre réel L est la
limite de f en a si

Ye>0,460>0:

(Vx €lc,d[|x—al < 6,x¢a) = |f(x)-L|<e.

Dovns @ o e bt 'Q&w&(x)‘-‘l,_

PR Y N



Limites Limites en un point

Définition rigoureuse de limite

Si la limite (de f en a) existe et vaut L on écrira

)!l_rg f(x)=L.
S’il n'existe pas de L € R tel que L est la limite de f en a est L, on dit
que la limite de f en a n'existe pas (dans R).

Résultat

Quand la limite de f en a existe, elle est unique!



Limites Limites en un point

Ré-écrivons la définition:

Définition

On dit qu’un nombre réel L est la limite de f en a € [c, d] si
Ye>0,46>0:

(Vx €lc,d[,|x - al <6,x¢a) :>-<e.

Cette définition dit la chose suivante: on choisit une précision € > 0.
Alors, si la fonction a une limite L en a, on peut associer a ce € une
distance 0 > 0 (qui va dépendre de ¢).

Alors pour tout x & distance strictement inférieure a4 6 > 0 de a, les

valeurs de f(x) sont a une distance strictement inférieure a € de L.

Et cette propriété reste vraie pour tout choix de € > 0.



Limites Limites en un point

Dire que f a pour limite L en a revient a dire que

Si x est proche de a, alors f(x) est proche de L.

L'ordre des quantificateurs “pour tout” et “il existe” est essentiel!



Limites Limites en un point

Un exemple de calcul de limites

Résultat

lim x2 =0.= L

x—0
On va le montrer en utilisant la définition précise.

Preuve
Soit € > 0. Pour montrer que la définition s’applique, il faut montrer
qu’il existe 6 > 0 tel que
si|x—0|<&alors |x°—0| <e.

On va choisir un certain 6 en fonction de €. N-C—))"‘
On choisira par exemple & = +\fe. Car B /L

Ix-0|<Ve=>|x|<Ve=x?=|x]°<e=|x°-0| <.
On a vérifié la définition.



Limites Limites en un point

Limites restreintes

Il arrivera souvent qu’une fonction f soit définie seulement d’un cété
d’un point donné et qu’on veuille étudier sa limite en ce point.

Par exemple: Si f est une fonction définie sur |0, +oo[ et qu’on veut
étudier sa limite en O. Dans ce cas on parlera de limite a droite.

La définition de limite a droite en un point a est semblable a celle de
limite générale, a ceci prés qu’on n‘autorise que des points
strictement plus grands que a:

Soit f: A — R, A intervalle de Ret a € R (a est dans A ou c’est une
extrémité de A). On dit que la limite @dFGite de f en a existe si:

¥e>0,30>0 :Vx€A, Aa<x<a+d= |f(x)-L|<e.

La limite a gauche se définit de fa méme maniére avec a —d < x < a

6|> a a\.ﬂucg(g AI.O«W“M- w....:..k




Limites Limites en un point

Quand elles existent, on notera les limites a droite et a gauche
respectivement de la maniére suivante:
Jim f(x) et lim f(x)
x>a x<a
Ceci rend compte des conditions sur x.
Dans le cas ou les valeurs de f(x) s’approchent de la limite en restant

toujours au-dessus (ou en-dessous) de la limite on le notera “avec un
plus:

Définition
On dit que lim,_, 5 f(x) =L silim,_, f(x) =L et f(x) >L pour x proche
de a. - <

De la méme maniére, on peut aussi écrire limx—a f(x) = L, etc...
x<a



Limites Limites en un point

Exemple

La fonction x — x a une limite nulle en 0. On peut cependant étre plus
précis et écrire :

lim x=0" limx=0T.
x—0 x—0
< >

A g(”)"'




Limites Limites en un point

En anticipant un peu sur la suite de ce cours ceci nous permettra

d’'écrire: /,‘., )
1 1 1% e )
lim — = —=-c0 lim — = oo.
x—0 X - x—0 X
< >
Remarque

Lorsque la limite de f en a existe, alors les limites a gauche et a droite
existent et valent lim,_,, f.



Limites Limites en un point

Mise en garde

Attention, dans certains cas une fonction peut ne pas avoir de limite,
mais les limites a gauche et a droite peuvent quand méme exister.
Considérons par exemple la fonction

XN R ¥>S
Ix|_ [ *
f(X)—7 -x =1 8 %c©
définie pour x € Ry = R\{0}. =
. —
Comme |x| = x si x > 0 et y ¢
|x| =-xsix<0,ona
1 six>0 0,5
f(x) = . ’
-1 six<O0
En particulier, la limite : : -
lors
, gue X — .O de |x|/x ~0,5 0,5
n‘existe pas, mais T
|x] |x —0,5
lim —=-1 et lim—=1
x—0 X x—0 X
x<0 x>0
& L Joo vantbeps——0
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Limites Limites infinies, limites a l'infini

Idée intuitive de limite infinie / a l'infini

On est souvent amenés a observer 'évolution d'une grandeur
naturelle, notée Q(t) sur un intervalle de temps trés grand.

Parfois les valeurs de cette grandeur Q(t) se stabilisent lorsque le
temps devient trés grand (par exemple: la batterie de votre téléphone
se vide!) et deviennent de plus en plus proches d’'une valeur L donnée.

On aurait alors envie de dire que, lorsque le temps t “devient infini”,
Q(t) tend vers L quand t tend vers linfini.

De méme: si Q(t) devenait de plus en plus grande sans jamais
s’arréter, on aurait envie de dire que Q(t) tend vers linfini.
On va formaliser ces deux notions maintenant.



Limites Limites infinies, limites a l'infini
Limite —oo en un point a € IR
On commence par définir “avoir une limite —co en un point”.

Soit f: A — IR une fonction réelle, A un intervalle borné et a un point
(ou une extrémité) de A.

On dit que f(x) tend vers —co pour x tendantversasi s M
VYM>0,30>0:Vx €A, |x—al|<dx#a,= f(x)<-M.
On note cette situation

A, ) = e



Limites Limites infinies, limites a l'infini

Limite —oco en un point a € R

Cette définition dit la chose suivante: on choisit un nombre réel M > 0.
Alors, dire que f a —oco comme limite en a veut dire que, lorsque x est
assez proche de a (|x — a| < 9), f prend des valeurs inférieures a —M.
Comme on peut prendre M aussi grand qu’on veut (en diminuant o), f
devient aussi négative qu’on veut quand on se rapproche de a.



Limites Limites infinies, limites a l'infini

Limite —oo en +co

Voici maintenant la définition de “avoir —oo pour limite en +o00”:

Soit f :]b, +co[— R une fonction réelle. On dit que f(x) tend vers —co

pour x tendant vers +oo si
VYM>0,AN>0:VYxeA,x>N = f(x) <-M

on note cette situation

Xll_)moo f(x)=-o0
Autrement dit: pour tout M > 0, lorsque x devient suffisamment grand
(x > N) les valeurs de f(x) restent en-dessous de —M. Comme on peut
prendre M aussi grand qu’on veut, f devient aussi négative qu’on veut
quand x devient tres grand.



Limites Limites infinies, limites a l'infini

Autres définitions de limites

On peut définir de la méme maniére des limites égales a 00 en un
point et a 00 en o0, en adaptant les définitions. Les définitions sont
semblables et, par manque de temps, nous ne les traiterons pas ici. Je
vous renvoie au syllabus pour les autres définitions. Vous devrez
savoir manipuler les autres notions de limite.

540' Eav.N. -Q.,s v&a.us Al o'wm@?“d“*‘ S s
Remarque Agpotions .
Attention, le symbéle oo n‘a pas de sens clair! A chaque fois qu’on écrit
+00, le sens précis qu’il faut comprendre est celui des définitions: une
fonction qui devient de plus en plus grande ou de plus en plus
négative.
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Calcul de limites Limites et opérations

Limites et opérations

Résultat
Si les deux limites, lim f(x) et lim g(x) existent et sont finies, alors
X—a X—a
lim [f(x) + g(x)], lim [f(x)—g(x)], lim f(x)g(x) et lim cf(x) pour un
x—a xX—a X—a X—a
réel c existent aussi. Etona
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x)+ lim g(x)
X—a X—a X—a

lim cf(x) =c lim f(x),YceR
X—a

lim [F(x) ~ g(x)] = lim £(x) ~ lim g(x)
Iim f(x)g(x) = Iim f(x))(li_r)nag(x)

Si, de plus .- alors lim ( ) existe et on a

x—a g(x)
lim f(X) _ lim,_, 5 f(X)
x—a g(x) lim,_, g(x)

Ces regles restent vraies si a = +oo.




Calcul de limites Limites et opérations

Composition de limites

Résultat

Soit une fonction composée g o f. Si on sait que lim f(x) =L et que
X—a

lim g(y) existe, alors lim g(f(x)) existe et on a
yA)L X—a

lim g(f(x)) = y“_rfl gly)

n
Conne &( x)

XD~



Calcul de limites Limites et opérations

Application de la composition des llmltes_tw‘_ z,&/_ o
o = ¥

el-i:?h

On admet pour l'instant que % tend vers 1 en O.
Alors

sin(3x sin(3x) ¥ sint
€ iy P gy EEN T gy BTG
3 x—0 X x—0 3x t t
Ici on a posé: t = 3x. Et t tend vers O lorsque x tend vers O.

Remarque

En d’autres termes, on peut poser t = fonction de x, remplacer tous les
x par des t, et considérer la limite pour t.



Calcul de limites Limites et opérations

Certaines fonctions n‘ont pas de limite

Considérons la fonction f : Rg — R : x > sin(1/x). Son graphe est :

La valeur f(0) na aucun sens car 0 n‘est pas dans le domaine (car %
n‘a aucun sens).

Lorsque x s’approche de O, par exemple par les nombres positifs, %
prend des valeurs de plus en plus grandes. Donc sin(1/x) oscille
constamment entre —1 et 1, car sin est 21 périodique, mais ne
s’approche d’aucune valeur. On dira donc que: Q'E:‘g* PR

lim, o f(x) nexiste pas. 2.4 %

sin(x) I Sc«(‘%_‘}: ﬁk(ﬂ-{\z 1

Ne confondez pas sin(1/x) et
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Calcul de limites Régles étendues

Nous avons vu précédemment les régles pour de calcul pour des
limites finies. Voici ce qui se passe pour des limites infinies:

Résultat
Lorsque les limites (en un point ou en +oo0) valent +oo, les régles
suivantes sont vraies pour les limites:
) - ——— G+ G - Gy
(~00) +(~e0) = —c0
oo sic>0
c(xo0) = .
Foo sic <O (! changement de signe.)

-0 =00


Highlight

Highlight

Highlight


Calcul de limites Régles étendues

- O
| S
. - JI 2. N < . ~
Certaines situations n‘obéissent a aucune régle et doivent étre
étudiées au cas par cas. En particulier, les quantités suivantes n‘ont
aucun sens a priori :
0 o
c0—09, 0-00, 1%, O,—et—
0 o
Ce sont des formes’indéterminées!

Exemple
. X2+ x
lim =7
x—0 x2 — X

On ne peut pas appliquer la régle de calcul du quotient. Car c’est une
situation du type § 9 Mais on remarque qu’on peut simplifier
'expression en d|V|sant par x en haut et en bas (car x # 0 par
définition). Alors :

X%+ x x(x+1) x+1 1

lim = lim = lim =—=-1
x—0 X2 — x X—>O X(X ].) x>0 x—1 -1




Calcul de limites Régles étendues

On termine avec une remarque sur les limites de quotients.
Résultat

Pour le quotient, on appliquera les régles suivantes:

L 4o silL>0 L |-co siL>0
%{°° 0t l-co siL<O 0~ |40 siL<O
1 te- x =+00 o Foo (changement de signe !)
of 0+ 0-

La notation 0", comme avant, signifie que c’est une limite nulle mais
en s’approchant de O par des valeurs toujours strictement positives.
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Continuité

Définition

Définition

Soit f : A — B une fonction réelle et a € A. La fonction f est dite
continue au point a si

lim f(x) = f(a)

X—a

Définition

f est discontinue au point a si f n‘est pas continue au point a.

Définition

f est continue (sur son domaine) si elle est continue en chaque point a
de son domaine.



Continuité ‘k— 4 [4 &) - 1

Par exemple, la fonction

1
fiRg—>R:xH— —
X
est continue car elle est continue en chaque a € Ry = R\{0}. Car si

a =0, on a bien
; 1
lim —=—
Xx—a X a
par les regles de calcul pour les limites finies.

Attention, cette fonction n‘est pas définie en 0. Donc ca n'a pas de

sens de parler de sa continuité en 0!

o wx=S —

g ot discankinus 4. O \\



Continuité

Les fonctions suivantes sont continues :
> g:IR—>1R:XI—>x2,
» h:R—>R: x> |x|et
> i: Ry >Ry =x—x
> Les fonctions classiques: sin, cos, tan, In,exp, ... sont toutes
continues sur leur domaine de définition.




Continuité

Exemple

La fonction
X
X+ — pour x =0

@:R—>IR: |x|

x> 0 pour x=0
est discontinue en 0. Car on a vu précédemment qu’elle n‘admet pas
de limite en O.

1

=

Leitmotiv: Une fonction est continue si on peut tracer son graphe
sans lever le crayon. Ou encore: si son graphe n'a pas de “sauts”.
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Continuité Continuité et opérations

La continuité obéit aux mémes régles que les limites. Soient deux
fonctions f et g continues en un point a. Soit ¢ € IR une constante.

Alors
f 4+ g est continue en a

cf est continue en a
fg est continue en a
Si, de plus, g(a) # 0, alors

f
— est continue en a.



Continuité Continuité et opérations

Continuité d’'une fonction composée

Résultat
Sif:A—>Betg:C—D,aveclmf C C (de sorte que la composée go f
a du sens), si f est continue en a et g est continue en f(a) alors

gof est continue en a.

Remarque
Ces régles de calculs sont des conséquences directes des régles de

calculs pour les limites. gLae-- v-‘.‘v’-}cg u.{._ .
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Continuité Propriétés importantes des fonctions continues

- WD
Le théoréme des bornes atteintes :
.' s . -f—:c— (y
N o
o~ Vo \

Théoréme (Théoréme des bornes atteintes)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors l'image f([a, b]) est
encore un intervalle fermé: il existe u, v deux réels dans [a, b] tels que

f([a, b]) = [f(u), F(V)].

Ce résultat dit que lorsqu’une fonction est continue, elle n"évite pas de
valeurs.



Continuité Propriétés importantes des fonctions continues

L'image de [0, 27| par la fonction sinus est [-1, 1], qu’on peut
effectivement ré-écrire [sin(311/2),sin(1/2)].

Figure: Graphe de sin (en vert)



Continuité Propriétés importantes des fonctions continues

Théoréme des valeurs intermédiaires

Nous avons interprété les fonctions continues comme des fonctions
dont le graphe peut se tracer “sans lever le crayon”.

Dés lors, il semble clair que si le graphe d’une fonction continue
“démarre” en dessous d’une droite horizontale et se termine au
dessus de cette droite, il doit croiser la droite quelque part. C'est
'objet du résultat suivant :

Théoréme (Théoreme de la valeur intermédiaire.)

Soit f: [a, b] — R une fonction continue. Pour tout y € R strictement
compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € |a, b| tel que f(c) =Y.



Continuité Propriétés importantes des fonctions continues

Une conséquence frappante est la suivante:

Résultat
Soit f: [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) <0 et f(b) > 0.

Alors il existe c € |a, b[ tel que f(c) = 0.
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