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Rappel

Rappel

La primitive (ou “intégrale indéfinie”) d’'une fonction est elle-méme
une fonction, définie sur le méme intervalle que f, et connue a une
constante additive prés.

Aujourd’hui nous allons définir l'intégrale définie d’'une fonction entre
deux bornes. Ce sera un nombre qui représente 'aire d’'une région
délimitée par le graphe d’une fonction.



Intégrales définies Introduction

Contenu de la section

Intégrales définies
Introduction



Intégrales définies Introduction

Aires de figures connues, formées de segments de
droites

L aire = L x|/

h aire=1Ixh

aire = b
)
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Aires de figures courbes

2

Comment montrer que l'aire d’'un disque est Ttr<, ot r est le rayon ?

Comment calculer l'aire sous l'arc de parabole d’équation y =1 —x° ?

Voici comment nous allons définir
1 cette aire.
p ¥m € IN\{0}, nous subdivisons la ré-
gion sous la courbe en rectangles
de largeur % En prenant la limite
lorsque m — oo (c’est-a-dire lorsque

- vla subdivision devient trés fine) nous
1 141 0

y

; \ L pouvons espérer obtenir une valeur

. ~7 pour laire.
Cette valeur sera notée |~ 1 - x2)dx: elle désigne l'aire comprise

entre la courbe y = 1 — x° et l'axe des abscissesal= bwb\g ﬂl\

A AN,
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“Définition”
Soit a, b deux nombres réels avec a < b et f : [a, b] —» R une fonction
continue sur [a, b]. Nous allons noter

Lb F(x) dx

'aire algébrique de la surface comprise entre 'axe des abcisses, le
graphe de f, et les deux droites d’équations respectives x = a et x = b.

f(x)

= ’
a4
a v b >
J:l)“"' dat obcistes.
Les portions au-dessus - seront comptées positivement,
celles en-dessous négativement. Cette aire est définie en subdivisant

la région grise en rectangles de plus en plus étroits et en prenant la
limite.

<
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Un exemple: l'aire du disque

fanckion y=\JAm v 7 .

Le cercle de centre O et derayon 1 a
pour équation:

x° +y2 =1.

En particulier 'aire du demi-disque
supérieur (contenu dans les y > 0)
est l'aire comprise entre l'axe des ab-
scisses et la courbe d’équation
y=V1-x2, avecxel[-1,1],

et vaut donc f_ll V1-x2dx.

Or, l'aire du disque unité vaut 1t, donc l'aire du demi-disqup vaut %
Ceci nous donne donc l'égalité:

j_ Visxiax =L, ‘Z‘Q‘“‘QK&“
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échange des bornes

Lorsque fab f(t) dt existe, on définit L: f(t)dt comme:

La f(t) dt:= —Lb f(t) dt.

En d’autres termes : renverser les bornes change le signe de
Uintégrale définie.

Remarque
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Additivité du domaine d’intégration

Résultat
Soit f une fonction continue. Pour c € IR, si deux des trois intégrales
suivantes existent, la troisiéme existe aussi et

Lb f(t)dt = LC f(t)dt+ Lb f(t) dt.

C’est l'additivité par rapport au domaine d’intégration.
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Linéarité de l'intégrale

Résultat
Si f et g sont deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a, b] et si

o,p€R, alors
b b b
J- (af +Bg)(x) dx = ozj f(x)dx+ [SJ g(x) dx.

C’est la méme propriété que pour les primitives!
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Signe et intégrale

Résultat
Soit f une fonction réelle continue sur [a, b] vérifiant f(x) > 0, Vx de
[a,b]. Alors

b
J f(x)dx > 0.
a
Si f(x) > 0 nous avons méme l’équivalence :
b
J f(x)dx=0 <= Vxela,b]:f(x)=0.
a
C’est normal, car si f > 0, l'aire algébrique sous sa courbe est positive.

Et dire que l'aire est nulle revient alors a dire que la fonction est
constante égale a 0.
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-

—

Corollaire

En particulier, si f(x) < g(x), Vx € [a, b], alors le f(x)dx < fab g(x)dx

Il suffit d’appliquer le résultat ci-dessus a g —f > 0.
AN e ™,

{ %m-—fc’e\e(v
D~ S qpadx- f&@\éx
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Comment calculer une intégrale?

Lintégrale d'une fonction continue sur un segment est l'aire
algébrique sous la courbe. Comment calculer cette aire?

Théoréme (Théoréme fondamental)

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et soit a un point de /.
Alors la fonction

F:I—>IR:£|—>V[ f(t)dt
a

est l'unique primitive de f qui s'annule en x = a.

Fore ains o0gbuqee -
%

.

|
L
H

- qiefa

nm
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Remarque

Ceci nous donne une maniére de calculer f: f(t)dt: il suffit pour cela
de calculer une primitive qui s'annule en a (ce qu’on sait faire dans
beaucoup de cas, méme si pas dans tous), et d’évaluer sa valeur en x.
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G 1C e\& 2ncenk unn r\'.\-..\;i'sv'o.
Concrétement: evec C<WR.
Corollaire ?
Soit G une primitive(quelconqu§ de f. Alors G(x) — G(a) est une )

primitive de f et s’annule en a, et donc : ~ o~ C PQ%S*‘
X t=x .

j f(t)dt = G(x)-G(a) ? [G(t)]

a
wetolien .

Si on calcule l'intégrale définie comme G(x) — G(a) on na donc méme
pas besoin de faire attention aux constantes: il suffit de connaitre une

Gooel < (G

t=a

primitive de f.
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Un exemple

Question

Quelle est l'aire délimitée par
'arc de parabole d’équation
y = 1-x? et l'axe des abscisses ?

Preuve .
Cette aire est Ll(l —x?)dx. Une primitive de 1 — x? sur R est

3
F(x) = x—%. Par le théoréme fondamental, l'aire sous la parabole
vaut donc:

jl(l—xz)dx—F(l)—F(—l)—1—1—(—1—(_1)3)—ﬂ
-1 ,\\[):—T———v-LJ")-) 3 3
I—.a
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Idée de la preuve du théoreme fondamental

D e e S
Soit f : [a,b] — R une fonction con-
tinue. Définissons :

f() F(x) = J-X f(t)dt

La dérivée de cette fonction F en un
point xg est donnée par:

X X
f(t)dt— [ °f(t)dt
F'(xg) = lim "L"__' L
X—Xo X =X
[ f(t)dt
X—Xo X_XO
Lorsque x est trés proche de xg, on peut considérer que les valeurs de
f sur [xp, x| sont trés proches de f(xg). Et donc que
X

J f(t)dt = f(xo)(x —xo) + o(x—xo),

a X X X

de sorte que:
F'(x0) = f(x0)
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Le changement de variables partie Il

Grace théoréme fondamental, les formules de recherche de primitive
s’adaptent pour calculer des intégrales définies.
En particulier, le changement de variables marche encore. Si on

b
cherche a calculer L g(f(x))- f'(x) dx, on peut encore le faire avec le
changement de variable u = f(x): dans ce cas, il faut penser a
changer les bornes dans la nouvelle intégrale, qui vont de f(a) a f(b):

b f(b)
f(x))-f(x)dx = u) du.
Lg(()) () La)g”

(‘g(ﬂ\ i(\dcb& 'vw»\ W= V) v prismulive 'got dew.
5 :u.v\M & x QJ_—%M G boumsoekb.
= ot aaviei et Sx et avvade Galoux edeiet 0
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On veut calculer o n°
Q()‘\ / :}’11-3\/3x + 4 dx. :‘S[( Vet u )1 =7-5[9-"]
= -1 -~

En posant u = 3x + 4, nous avons du = 3 dx. Dés lors :

J Va2 (=3 NN

S = ALz 4
- 5[3“5]

2o =2B-u=2 ¢

Vous pouvez vérifier qu’on obtiendrait le méme résultat si on calculait
une primitive de V3x + 4 et qu’on calculalt la dlfference de ses valeurs

enOet-1. Smh{%g\]_) o(u V3x+‘\ )

?x"\'\ "‘——‘—-/
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Dans la définition de l'intégrale définie
nous avons supposé

b
j f(x)dx,
a
» a,belR, et

> f est une fonction continue sur [a, b].

Les applications requiérent (au moins) deux généralisations de ce
concept :

> lorsque f est définie sur |a, b|, et

» lorsque a ou b est infini.
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Cas d'une fonction non bornée

Définition

Pour une fonction f continue sur [a, b[, nous posons

Lb f(x )dx:Ji_r)nbLu f(x) dx

Sl cette limite existe. Lorsque la limite est reelle, on dit que l'intégrale
converge.

I

AARN
On procéde similairement pour une fonction définie et continue sur
la, b].
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Exemple

Considérons |0,1] > R: x — % 1/x

1
1
Iimf —dx
U?O&

:uliLnO(ln(l)—ln(u))
>
=—lim In(u) =+
u—0
>
P 17
Donc l'intégrale _[0 ~dx ne converge 1

pas, plus précisément elle tend vers
+o0.

L'aire grise dans la figure de droite est
donc infinie.
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Exemple

\ ‘

Soit a un nombre réel, avec a >0 et a = 1. Considérons la fonction
. . 1 -a S"‘ A de="?
fa-]oyl]—>1R.X|—)X—a:X 5 o"-(—..ix-.
Alors

1
1 1
lim J- —dx = lim [ s e
u—0 x4 u—0l1l-—a
> >

1
1o aleino( 1-u' a)
Donc e '\\)é‘g‘; W o
> Si@ alors l'intégrale converge et vaut ﬁ, tandis que
> sia>1,l'intégrale ne coriverge pas (le cas a = 1 ayant été fait
ci-dessus.)

“:4
2 2

.«
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Cas d'un domaine non borné

Lorsqu’on considére une fonction f : [a, +oo[ — IR continue, nous

posons
+o00 T

f(x)dx= i f(x)d

[ ot [

a
Sl cette derniére limite existe. Lorsque la limite est réelle, on dit que

Uintégrale converge.
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Exemple

Soit & 00
f:[l,—FOO[—)IR:XI—)l. S‘ f(“)'l"':?
X “

Alors

-
1
IETOOJ;’ > dx = TiToo( In(T) - In(l)) = Tir;nrooln(T) = +o0.

Donc l'intégrale _f1+°° % dx diverge vers +o0. La surface en gris:

y
1/x *”
P duveap vens
|A’"u.~ g ke P
4]
- —— |‘ —
Ty — X

est donc d’aire infinie.
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Avec les intégrales (théorie et exercices) s’arréte la matiére pour
'examen de janvier.

Dés le prochain cours théorique nous commencerons la matiére pour
'examen de juin.
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