Matrices et Systémes
Linéaires 1

(Syllabus Chapitre XV, partie 1 jusqu’a 1.3.2)
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Introduction

Que sont les matrices?

Les matrices sont juste ... des tableaux de nombres. (Qu’on utilise
d’une certaine certaine maniére, bien sar!)



Introduction
Définition rigoureuse
Soient deux entiers naturels m > 1 et n > 1. Une matrice réelle de

taille m x n est un tableau rectangulaire ayant m lignes et n colonnes.
On le note entre parenthéses.

Attention a l'ordre des indices: m x n désigne toujours m lignes et n
colonnes.
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Pour une matrice M de taille m x n :

> Sin =1, la matrice est appelée matrice-colonne (c’est juste une
colonne avec m entrées);

» sipar contre m = 1, la matrice est appelée matrice-ligne;
» si enfin m = n, la matrice est appelée matrice carrée;

> le nombre réel se trouvant a l'intersection de la i-eme ligne et de
la j-eme colonne de la matrice est noté M;; . Les M;; sont appelés
composantes (ou éléments) de la matrice M;

» on note Mat(m, n) ou R™*" l'ensemble des matrices m X n.
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égalité de matrices

Deux matrices M et N sont égales si elles ont la méme taille, disons

m X n, et les mémes éléments :
MZN@MU:NU Vi:1,...,meth:1,...,n
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Opérations sur les matrices Somme

Somme de deux matrices

Si M et N sont deux matrices de méme taille m x n, leur somme M + N
est la matrice m x n dont les éléments sont les M;; + Nj;. Autrement dit:
(M +N),.j = M;; + Nj.

La somme a encore la méme taille que M et que N!

Exemple

0 1), (1 _1 9+4 14
V2 w1 V;_'M o) = “?\-4 'ﬁ"
Pour sommer deux matrices, on somme leurs composantes terme a

e ()R () ST
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Matrice nulle

Une matrice constituée uniquement de O est appelée matrice nulle.
On la note parfois 0, ou 0., pour indiquer sa tallle

Résultat l-—) %c::g:‘b‘_ S R

La matrice nulle est neutre dans l'addition matr:c:elle. pour toute
matrice M de taille m x n,

M +0xn = O0mxn + M =M.

MR
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Produit d’'une matrice par un scalaire (ou nombre réel)

Si A€ R, et M est une matrice m x n, le produit AM est une matrice de
taille m x n dont les coefficients sont :

i — ij
pour des indices 1 <i<metl<j<n. somk M"‘Qk\?k’*(s
o A

(1 3) 45(4)1'2) [s 15

Pour multiplier une matrice par un réel, on multiplie toutes les
composantes de la matrice par ce réel.

b de 0SS 02 (30 %) e

Exemple
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Opérations sur les matrices Produit Matriciel &’- S ‘! : g S
Produit matriciel W\ = onk9

R
g\ 7

Définition
Si M est une matrice de taille

définit leur produit matriciel MN comme la matrice de taille m x p dont
les composantes sont données par:

MN 'k_ZMU jk v’:]'llmyk:]-llp

Attention a la compatlblllte des tailles!

Contrairement a ce qui se passe pour la somme et le produit par un
scalaire, les composantes du produit de deux matrices ne sont pas
juste le produit des composantes! Ce produit est parfois appelé le
produit “ligne par colonne”.
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[[lustration

A

A est une matrice 4x 2 et B une matrice 2 x 3. Alors:

< (AB)12)= ZA]J 2 =A11Bio + A ~_g___2

I=aA &"
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[[lustration

2
: A3jBj3 = A31B13+ A3xB53

=1 'A=L
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Un exemple

anflon
X

On va calculer le produit matriciel des matric

01 10| =
A\:l(Qz 7(’ “ B\:(o 3 x/E)'

Réponse 2x2 23

Par définition du pm

Ag — [Ox1+1x0/ _0x0+1x3 Oxm+1xV2
T \W2x1+4+mx0 l\/§x0+nx3 V2xm+mx V2
(0 3 V2
W2 3n 22w/

Attention: on peut calculer AB, mais on ne pourrait pas calculer BA
car les tailles ne sont pas compatibles. Dans le produit matriciel,

s o oty i (3 2V )= )2 @3- DG

gt
A
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Opérations sur les matrices Matrice identité

Matrice identité

Une matrice carrée de taille n x n possédant des O partout, sauf sur la
diagonale ot il n'y a que des 1 est appelée matrice identité.

On la note généralement | ou I
; o v Qe wci youn @ber

Exemple

Les matrices identité 2 x 2 et 3 x 3 sont :

100
/2_((1) (1)) =0 1 0
001



Opérations sur les matrices Matrice identité

La matrice identité est un élément neutre pour le produit des matrices:

Résultat
Si M est une matrice de taille m x n, alors :
Ml, =M =1, M.

Remarquez qu’on a multiplié par une matrice identité différente a
gauche et a droite! (Il faut respecter les tailles dans le produit
matriciel).

Exemple

)‘

SOk T )
0 1/tc d c d " (eced)lga

amobuas cannief A x)
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Multiplier des matrices de méme taille Os
. irafias poRises’
Yous R 2 “" J.\Am.
l b\n.ﬂbu'u’g

Remarque
Le produit de deux matrices carrées de taille n x n est encore une
matrice carrée de taille n x n.

Remarque

Attention, le produit matriciel est trés différent du produit de nombres
réels:

» le produit MN n’est en général pas égal au produit NM

> certalnes matrices n‘ont pas d’inverse.

S inveate W I N tq WN ~I =\
hw«m.' xZ
LY © 1 n s ?5._{ J eRY N} J‘M ‘R:-

O ©
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Opérations sur les matrices Déterminant d’'une matrice carrée

Le déterminant

A toute matrice carrée (peu importe sa taille) nous allons associer un
nombre réel, appelé le déterminant, qu’on va définir dans un instant.

Ce nombre permettra d’obtenir de nombreuses informations sur la

matrice (notamment sur l'existence d'un inverse, on verra ca dans les
prochains cours).
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Définition "R auasive. .
> Sin=1: Le déterminant d’'une patrice 1 x 1 est égal au seul

nombre de la matrice: detM = My;. C M= ( MM\

» Sin > 2: Le déterminant d'une matrice M de taille n x n est défini
par récurrence de la maniére suivante :

1. On choisit une rangée: ligne ou colonne, peu importe laquelle.

2. Pour chaque élément M;; de la rangée on calcule le déterminant de
la matrice obtenue en enlevant la i-ieme lighe et la j-ieme colonne
de M, qui est de taille (n —1) x (n —1). On note D;; ce déterminant.

3. Le déterminant de M est la somme tous les produits (-1)"™/ M;;D;
lorsqu’on parcourt la rangée:

n n
j=1 (=L

i fixge “e;:)._)w

Ca ne dépend pas de la fangée choisie.
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Déterminant des matrices 2 x 2

Pour une matrice 2 x 2,
det M = Z 1) M; Dy

Exemple \ c}&eﬂ' -.,.,‘ Y

Considérons la matnice m(it développons selon la premiéere colonne
LY
‘i 43‘( 1)M1]4|+(-1)?*12]-3|=1-4-2-(-3) =10

W motakion Wa.eu.b,«m.ra (L3

Remarque

Dans le cas des matrices 2 x 2, le méme calcul que celui qu’on vient de
faire donne une formule générale a retenir:

a b
c d
“La diagonale descendante moins la diagonale montante !”

= ad - bc.
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Notation

M1 ... My,

Le déterminant d’'une matrice de taille n x n se note

My ... M,
My ... M

low .u:(*.'« i ik
l“;,M Hm

My ... M,
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Remarque

Pour calculer un déterminant, en général, on va chercher a
développer selon les rangées ot il y a autant de O que possible afin de
diminuer les calculs.

Exemple

Développons le déterminant 3 x 3 suivant selon la seconde colonne.

.]:.._3--—5- e T8
2 0 1|=(-1sf? _11‘+%
01 -1 o.

Jed & Qym A b (-1)3+21 1 5‘
Howar X 21
2 1 1 5
:_3k —J+O_E 1

— 3(-2-0)-(1-10)=6+9 = 15.
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Les signes dans le cas général

Rappel

n

n
detM =) (-1)"IM;D; =) (~1)""M;D;
i=1

j=1

Le signe attribué alterne d’un élément au suivant, il est donc facile de
s’en rappeler par le schéma suivant :
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Opérations sur les matrices Transposition

Transposée d’'une matrice

Définition
La transposée d’'une matrice M de taille m x n est la matrice de taille
n x m, notée ™M, vérifiant :
t
( M)ij = M;

La transposée de... est...
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Transposée, produit et déterminant

Résultat /

Si A € Mat(m, Q) et B € Mat(p, p), alors :
Y(AB) ="'B'A
Attention a bien inverser l'ordre du produit! Car 'A est de taille gxm

et !B est de taille p x r;, donc on ne peut pas les mu‘l‘i[il-ier/

~ - ¢

Résultat 3 7 T t"“"{a tuoui € Pos

Si A est une matrice carrée de taille n x n, on a QA\‘W"\J -
det(*A) = det(A). ity

e NAAANA

A



Opérations sur les matrices Transposition

Les matrices sont omniprésentes dans tous les domaines des
sciences et leur utilisation est fondamentale pour:

> Résoudre des systémes d’équations linéaires
» Construire des modeéles de probabilité

» Résoudre numériquement des systémes d’équations
différentielles (modéliser la coque d'un bateau, etc...)

» Construire des algorithmes de page-ranking (cherchez sur
internet “Matrice de G**gle”)

» Améliorer les méthodes de traitement d'image

» Et bien plus encore...
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