QUESTION 1

1. (10 points) Démontrez : Pour tous vecteurs a,b € R", on a

[{@, 0)| < [[al].][o]].

Preuve

; Y e I i
Pour tout nombre réel t, on calcule la quantité < a—+tb,a+tb > Elle
est positive par définition du produit scalaire. Nous pouvons la
ré-écrire grace a la bilinéarité sous la forme :

(@ +B)(3 +15)) = (2 +18))+1(5.(3 +B)) Syd
= <Ej> +@<E’,F?t +t? (E);E)> Q:‘é

— 2| + 2(2, b))t + 13 H?” >0

-

Mais cette expression est un polynéme du second degré. Si elle est
positive pour toute valeur de t c’est que son discriminant est négatif:
—\ \2 2 [|I—112
(2(2,5)) -4|2]°|[7| <o

qui donne alors:

— —
(@, 5) <|2]]|[?]
qui est l'inégalité annoncée.

D

2. (2 points) Donnez un exemple de deux vecteurs ﬁ,g € R?, pour lesquels |(d, E}| < ||d \||5||
- \
S-(A2 0 £ T=(o,1.5
= - -
o= e, B> < e W =1.1=7

fonrenge

sin(z) + cos(x) = V2sin(z + g)

3. (2 points) Montrez que pour tout = € R :

* En utilisant la formule trigonométrique pour sin(a + b), on obtient sin(x + ) = (sinx)(cos 7 ) +

(cosz)(sin Z) = (sinz)/v2 + (cosz)/v/2, ce qui montre le résultat.

4. (8 ponts) Soit la fonction
f(x) = e"sin(x).

Montrez par induction que pour tout n € Ng, on a

nim

f(z) = 22 sin (’I‘ + I) :

ou f™ signifie la dérivée n-ieme de f.
Vous pouvez utiliser le point 2.
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