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La notion d'angle
Le radian
Angles orientés et cercle trigonométrique
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La trigonométrie est I'étude des triangles.
Les liens entre

» la mesure des cotés

» et la mesure des angles.

Question J

Comment mesurer les angles?
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Angle comme fractions de tours complets

Intuitivement, un angle exprime une fraction de “faire un tour
complet”
On fixe deux unités : le degré et le radian.

‘ quart de tour demi tour tour complet deux tours
degrés 90° 180° 360° 720°
radians Frad mrad 27rad 47rad
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Radian vs degré

Un degré Un radian

! Attention
Notre unité par défaut est le radian. J
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Détermination principale

Définition
La mesure d'un angle est un réel « entre 0 et 360 (en degrés), ou
un réel entre 0 et 27 (en radians), indiquant la proportion d'un tour

complet. Un tel réel s'appelle la détermination principale de
I'angle considéré.

Remarque
Les angles
» 7 (un demi de tour)
» 27 + 7 = 37 (un tour et demi)

sont “équivalents”. lls ont la méme détermination principale.
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Interprétation géométrique du radian

angle mesure 1 radian = arc de cercle de rayon r intercepté
par I'angle est de longueur r.

angle mesure « radians = arc de cercle de rayon r intercepté
par I'angle est de longueur ra.

B
r r
r ro
1rad arad
A
0) r | 0) r |

Donc angle de 27 = circonférence de 27r !
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Cercle trigonométrique

y Définition
Dans un repére orthonormé, le cercle
trigonométrique est

1 » de centre O est I'origine du repére

0 z » de rayon vaut 1

» orienté positivement dans le sens
contraire des aiguilles d'une
montre.

L'orientation du cercle va nous permettre de distinguer de tourner
“dans un sens” ou dans “I'autre sens”
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Angles orientés sur le cercle trigonométrique

On représente des angles orientés dans le cercle trigonométrique

Y Y
o __ 2w o __ 47
120° = 2¢ —240° = —4x

Le point sur le cercle est appelé le point image de I'angle.
Proposition

Deux angles orientés « et 8 ont le méme point image si et
seulement il existe un nombre entier k tel que o = 8 + k - 2.
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Angles communs positifs

180° =7

11

3

o__ T
210° = I

e ‘

o 51
225° = o1

270° = 3¢
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Angles communs négatifs

—180° = —7
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Fonctions trigonométriques
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Sinus, cosinus, tangente et cotangente

Soit a un angle de point image P sur le cercle trigonométrique.

y
1
sin(«)
o ;
O | cos(a) 1 X

Définition
» Le cosinus de «, cos(a) est
I'abscisse de P.

» Le sinus de «, sin(«) est
I'ordonnée de P.

» Sicos(a) # 0, la tangente de «,

est tan(a) = :;1((2))
» Sisin(a) # 0, la cotangente de «
est cot(a) = Z?:((s)) :
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Interprétation géométrique de la tangente

Y

sin(«)

&%

7

tan(a) =

cos(a)

sin(a)

cos(a)
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Interprétation géométrique de la cotangente
y

. cot(a) = :O:((:))/
1

sin(«)

e

cos(a) 1 *
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Tableau de valeurs particuliéres

angle sin cos tan cot

0 |v0/2 =0 1 0 ?

/6 | V1/2 =1/2|3/2|V3/3| V3

/4 | \V2/2 V2/2 | 1 1

/3 | V/3/2 1/2 | V3 |V3/3

/2 | Va/2 =1 0 i 0
! Attention

Ce tableau est a connaitre par coeur.
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Propriétés de base des fonctions trigonométriques

Proposition

Pour tout entier k € Z et angle « € Ron a

Proposition

Soit & € R un angle alors
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Relation fondamentale trigonométrique

1 Proposition
Pour tout € R

sin(o)

sin?(a) 4 cos?(a) = 1

Ol cos(a) L= .
Convention

sin?(a) = sin(a) - sin(a) =

(sin(a))?.
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Retrouver un angle en partant du sinus
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arcsin

Question
Pour quel angle «v a-t-on sin(a) = ¢? J
Y4
7 — arcsin(c) 1 arcsin(c)
c
o 1x

Définition
Soit ¢ € [—1,1], alors on définit arcsin(c) comme étant |'unique
réel a entre —7 et 5 tel que sin(a) = c.
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arcsin

Question

Pour quel angle v a-t-on sin(a) = ¢?

Réponse

a = arcsin(c) + k - 2m ou « = w — arcsin(c) + k - 2w

pour un certain k € 7Z.

22 /46



arccos et arctan
Définition
Soit ¢ € [—1,1], alors on définit arccos(c) comme étant |'unique
réel « entre 0 et 7 tel que cos(a) = c.

Si cos(a) = ¢, alors
a = arccos(c) + k - 2 ou aw = —arccos(c) + k - 2w

pour un certain k € Z.
Définition

Soit ¢ € R, alors on définit arctan(c) comme étant |'unique réel «

entre —75 et 7 tel que tan(a) = c.

Si tan(a) = ¢, alors
a = arctan(c) + k- 27 ou @ = 7 + arctan(c) + k - 27

pour un certain k € Z.
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Angles associés
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Angles associés

On peut se servir de symétries géométriques pour trouver des
relations entre différents fonctions trigonométriques.

! Attention
Toutes les relations qu'on va énoncer sont 3 connaitre, mais ne les
apprenez pas par cceur !
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Symétrie par rapport a 1’axe des abscisses

Y

tan(a)

(@)

—) cos(a) €

sin(—a) = —sin(w)
cos(—a) = cos(a) T
tan(—a) = — tan(a) 8
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Symétrie par rapport a 1’axe des ordonnées

Y

sin(a)
tan(a)

ol cos(a) x

sin(m — a) = sin(«)
cos(m — a) = — cos(a) ;
tan(m — ) = —tan(a) 5
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Symétrie par rapport a 1’origine

Y

tan(a)

cos(a) €

sin(m + ) = — sin(«)
cos(m + ) = — cos(w) -
tan(m + o) = tan(a) 8
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Symétrie par rapport a la premiére bissectrice

Y .
sin (% — ) = cos(a) .
cos (5 — @) = sin(a) 7
tan (3 — a) = cot(a)
.
,
>
y=1
%
.
.
Ak
,
P
, -
7 I
// 8
,
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Angle décalé de 90°

Y
y=1 cot(a
- 3
\ )
o cos(a)
sin (% + ) = cos(a)
cos (% + a) = —sin(«) .
tan (T — a) = —cot() !
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Réduction aux angles du premier quadrant

On peut utiliser les symétries pour réduire tout angle a un angle
entre 0 et 7.

Exemple

On veut calculer sin (Tﬂ) On a

35 (24 +11)7 117

6 6 "t

Dong, sin (32”) = sin (HT“).On a

" 117 _.in +5 _ _din 51
SI 76 = sI ™ 6 = SI 6
. 57 . (T 1
= —SIn (7['—6> = —SIn (g) ——5

Donc sin (32“)

N[ =

31/46



Fonctions trigonométriques dans les triangles
Triangles rectangles
Triangles quelconques
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Trigonométrie dans triangles rectangles

Proposition

Considérons un triangle ABC, rectangle en C. Dénotons par «
I'angle du triangle au sommet A. Alors on a

cos(a) = I|AC|| _ longueur du c6té adjacent a «
|AB]| longueur de I'hypoténuse

sin(a) = | BC]| _ longuer du c6té opposé a «
||AB]| longueur de I'hypoténuse

tan(a) = | BC]| _ longuer du c6té opposé a « '
IIAC||  longeur du coté adjacent a «
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Rappel

B
Théoréme (de Thaleés)
SA|| ISC]|
» | — lI5<l
IAB] <Dl
» ISEI _ |sD|
) IAB]] — [ICD]|
p ISAL _ ISCll _ JIAC
IsBll — [IsDI| [BD|
v

34 /46



Trigonométrie dans triangles rectangles

Y
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Triangles quelconques: loi des sinus

Proposition
Dans un triangle ABC, on a

sinA sinB sinC

a b c
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Preuve de la loi des sinus

Preuve.
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Triangles quelconques: loi des cosinus ou théoreme
d’Al-Kashi

Théoreéme
Dans un triangle ABC, on a

c? = a® + b*> — 2abcos(C).

Remarque

Le théoreme d'Al-Kashi généralise le Théoréme de Pythagore.
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Preuve de la loi des cosinus

Preuve.
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Formules de sommes d'angles
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Formules de sommes d’angles

Théoreéme

Pour tout pair d'angles o, 8 € R, on a
» sin(a + ) = sinacos 3 + cos asin 3
» cos(a+ f3) = cosacos 3 —sinasin 3

_ tana+tang
> tan(a + 8) = Ttan atan 5-

! Attention

Il faut connaitre ces formules par coeur.

o »
La preuve sur le proch.a_ln slide suppose que a + B < 5. Les autres
cas se déduisent en utilisant les angles associés (exercice).
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D cos(a) sin(5) sin(a) cos(f) E
s
|

n

_ :

= |

8 w

<

8

o
B
=)
+
3
z
8
o

A sin(a + ) F
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D’autres identités remarquables
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D’autres identités remarquables

Différences d’angle
» sin(a — 3) =sinacos § — cosasin 8
» cos(a — [3) = cosacos 3 + sinasin

_ tana—tang
> tan(a — f) = Titanatan 5

Multiples d’angles

2 2

> cos(2a) = cos’> a —sin?a =2cos’a — 1 =1—2sina
sin(2a) = 2sinawcos

>
> tan(2a) = 2tang
>
>

1—tan2¢«
. _ . o . 3
sin(3a) = 3sina — 4sin” «

cos(3a) = —3cosa + 4 cos®
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D’autres identités remarquables

Produit sin cos
» cos(a+ f3) + cos(a — ) = 2 cos a cos 3
» cos(a+ ) — cos(a — 3) = —2sinasin 8
» sin(a+ ) +sin(a — ) = 2sinacos 3

Somme de cos sin

/\

» cosp + cosq = 2cos P;q)cos(%q)
q

> cosp — cosq = —2sin(E59) sin(259)
> sinp +sing = 2sin(259) cos(E59)
> sinp —sing = 2con(239) sin(29)
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D’autres identités remarquables

Vous ne devez pas connaitre par coeur ces identités, mais vous
pouvez les déduire des autres résultats dans ce chapitre.

Exemple

Etudions le cosinus du double d'un angle :

cos(2a) = cos(a + )
= cos® a — sin’ a
= cos® a + sin®a — 1 4 cos
= 2cos?(a) — 1
=2(1 —sin*(a)) — 1
=1—2sin*(a).

2 2

a —sin“ «
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