Chapitre 7: Nombres complexes
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Définition, somme et produit
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Définition des nombres complexes
Définition

L'ensemble des nombres complexes est |'ensemble noté
C={a+bitelquea,beR}.

Si z = a+ bi est un nombre complexe avec a, b € R, alors a est sa
partie réelle, dénotée Re z et b sa partie imaginaire, dénotée

Im z. )

Im
Exemples

> | b z=a+bi

> 1

> 7+ 3/

> —5
0 a Re
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Addition de complexes

Définition
La somme de deux nombres complexes z = a+ bi et 2 = c+ di
est le nombre complexe noté

z+Z7Z =(a+c)+ (b+d)i

Exemple
> (1+i)+(2+i)=3+2i
> (-14+)+B3—-i)=2
> (=142 +(1+2i)=4i
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Addition de complexes

Im 246/

~1+2je

Re
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Propriétés de la somme de complexes

Proposition

Pour tout z,z',z” € C on a que
) b

> (z+Z)+Z"'=z+(Z+ 72" (associativité) ;
> z+72=72+42 (commutativité) ;
> z+0=1z (existence d'un neutre : 0);

» |l existe —z € C tel que z+ (—z) = 0 (existence d'un opposé).

De plus, si z=a+ bi, alors on a .
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Produit de complexes

Définition

Le produit sur C est défini par :

(a+ ib)(x + iy) == ax — by + i(ay + bx).

En particulier,

i?=04)0+i)=0-1)+0i=-1|

Exemple
2+)(-1+3i)=
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Produit complexe comme extension de produit réel

Remarque

Vue la propriété de distributivité, on peut “oublier” la formule du
produit complexe et se contenter de distribuer et d'utiliser la régle
2 :

“=-1:

(a+ ib)(x + iy) = ax + aiy + ibx + ibiy
= ax + i(ay + bx) + byi®
= ax — by + i(ay + bx).
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Conjugaison
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Conjugaison

Définition

Si z = a+ ib est un nombre complexe, on définit son conjugué par

Z=a—ib.
Im
*a+ bi
Exemple g
> 24+ i=2— R
> D=2+ T e
éa——m
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Propriétés de la conjugaison

Proposition
La conjugaison complexe vérifie, pour tout z € C

>zt =z+7
> z=2 (involutivite)
> z7/ =77
> 2=372 3=373 etc
v
Preuve.
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Module
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Module

Définition
Le module de z = a + bi est le nombre réel noté

|z| == VzZ = Va2 + b2

Im
Exemple Z=a+bi
> |-4i] =4 B
> |1+ =2
> |[1-2i|=+5 Re
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Un mot sur la notation

Remarque

Si z est réel (c'est-a-dire, sa partie imaginaire est nulle), le module
de z est simplement la valeur absolue. Ceci explique pourquoi la
notation |-| est la mé&me pour la valeur absolue et le module.
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Propriétés du module

Proposition

Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tous z,z’ € C :
> |zz
> |z 42| < |z +|7]
> |z >0
» |z|=0 <= z=0

I =121

Preuve.
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Inverse d'un complexe
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Inverse d’un complexe

Proposition

Siz=a+ bi alors z - - = 1. On écrira donc

Preuve.
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Forme polaire ou trigonométrique
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Argument d’un complexe

Définition
Im , ,
L'argument d'un nombre
complexe z est I'angle
s —a+bi polaire de z vu comme un
b ° point du plan.
v
|z| Exemples
> argi=7%
arg z > arg(l+i)=7
: + _
0 p Re > sixe Ry, argx =0
> sixeRy, argx=m

v
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Forme polaire d’un complexe

Im

z=a+bi

Re

Définition
La forme polaire du complexe z = a + bi est I'écriture

z = p(cos(0) + isin(6))

ol p=|zletd =argz etabeR.
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Notation utilisant la formule d’Euler

Notation

Une notation courante et trés commode est d'écrire z sous la forme
d'une exponentielle complexe, z = pexp (if), ou par définition

exp (i6) := cos(6) + isin(6).

Cette notation est appelée formule d’Euler.

Exemple

1 =exp(i0)
i = exp (/g)
—1 = exp (im)
1+3i= 2exp (/%)
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Propriétés de la forme polaire

Proposition

Si z=pexp(if) et 2/ = p' exp (if) sont deux nombres complexes,
et n un entier, on a :

z=pexp(—if);

sy = 5 P (—i0);

(pexp (i0))( exp (i8)) = ppf exp (i(0 +0);

. (pexp (i6))" = p" exp (ind).

Ll
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Preuve.
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Illustration de multiplication de complexes

pp'exp(i(0 +6')) -

) p exp(if’)

Im

piop pp" Re
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Racines de complexes
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Racines

Définition
Soit un entier n > 1 et z un complexe. On appelle racine n® de z
tout nombre complexe w tel que w" = z.

Proposition

Si z est donné sous forme polaire pexp (if) (p > 0), alors les
racines n® de z sont les nombres wy, ..., w,_1 définis par

2k
Wi = /p exp (,‘ 0—1'77)

En particulier, si z £ 0, il y a exactement n racines n® de z.
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Preuve.
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Exemple de racine d’un complexe

Calculons les racines carrées wy, wr de z =84 6i. On a que
z| = V64 +36 =10
Sif=argzona
8 = 10cos(#) 6 = 10sin(0)
On a alors que
wy = \/E(cos(g) + isin(g))

0 0
wy = \/ﬁ(cos(g + )+ isin(a +7)=-wm
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Exemple de racine d’un complexe
Utilisons les formules

1—
cos(2ar) = 1 — 2sin?(ar) = sin( ) —— cos(a

1 +cos
cos(2a) = 2 cos?(a) — 1 = cos(=) =

Ici, on a 6 € [0, 5] donc g € [0, 5] donc

8 8
-3 1 0 1+ 3

2 v @V T Um

Ce qui nous permet de conclure

sin(z) =

o

wy = f(f+/f)—3+i

Wo = —3 — i
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Illustration de racines quatriemes de 1

1 = cos(0) + isin(0)

Im

| Wi4Re
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Illustration de racines cinquiemes de 1
Im
w1y

w2 ’ / \\

’/ 2_71‘ \\

5

| W5 Re
w3
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Equations polynomiales et complexes

33/36



Equations de degré 1

L'équation
az+b=0

pour a, b € C a une seule solution dans C :

b ba
ZzZ = —— = —_—
a aa
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Equations de degré 2
L'équation
az’+bz+c=0
pour a, b € C a deux solutions dans C :

—btw
ZzZ =
2a

ol w est tel que w? = b? — dac
Exemple
24 (-1-0)z-2i-2=0

Alors (=1 —i)> —4-1-(—2i —2) = 8 + 6i.
On sait que 3 + 7 est racine carrée de 8 + 6/.
On a donc comme solutions
1 +i=3—i

_ L34,
- 2 - 27 2

41 =-1
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Degré supérieur

Soit P(z) = apz" 4 -+ + a1z + ap un polyndme.
Définition
Une racine r de P est de multiplicité m si on peut écrire

P(z) = (z —r)™Q(z), ot Q est un polynéme (forcément de degré
n— m) dont r n'est pas une racine.

Théoréme

Tout polynéme de degré n admet exactement n racines complexes
(comptées avec leur multiplicité).

Il s’agit du Théoréme fondamental de I'algébre
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