Primitives 2

(Syllabus Chapitre XIlI, parties 5 a 7)



Techniques de recherche de primitive (suite)

Contenu de la section

Techniques de recherche de primitive (suite)



Techniques de recherche de primitive (suite) Intégration par changement de variable

Contenu de la section

Techniques de recherche de primitive (suite)
Intégration par changement de variable



Techniques de recherche de primitive (suite) Intégration par changement de variable

Changement de variables |

Nous allons voir dans cette section une méthode trés pratique pour
calculer des primitives:

{8
Elle se base sur une réécriture de la régle de dérivation des fonctions
composées.

la méthode |de changement de variable.
a.in’ceb..l::

Rappel: si f et g sont dérivables, alors g o f est donnée par
gof(x)=g(f(x)) et sa dérivée vayt:

(gof)(x)=f'(x)-&'(f(x))).
Par intégration immédiate, ceci nous fournit la régle de primitivisation
par changement de variable:

j &/ (F())F (x)dx = g(F(x)) + C.
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Changement de variables I

fg’(f(X))f’(X)dX =g(f(x))+C.
Il n"est en général pas facile de voir que l'intégrand s’écrit sous la
forme g’(f(x))f’(x) «( On s’en sort d'une autre maniére :)

On commence par poser h = g/, de sorteque g+ C = fh(u)du (c’est
une égalité entre fonctions). En appliquant cette égalité en f(x) on
trouve alors:

g(f(x))+C:j h(u)du,

u=f(x)

ou u)du indique qu’aprés avoir calculé la primitive de h (qui

u= f(x

vaut g), on l'applique en f(x). On reformule alors ¢ca comme:

jh(f(x))-f’(x)dx:j h(u)du.

u=f(x)
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En pratique

> On choisit dans l'intégrand une expression f(x) qu’on veut
remplacer par une nouvelle variable u = f(x).

» En dérivant formellement on écrit: > u = (x)
du = F(x)dx. /
Cette égalité du = f/(x) dx n'a pas vraiment de sens mais c’est un
moyen mnémotechnique efficace pour ne pas se tromper avec les
nouvelles variables dans un changement de variable.

» On remplace toutes les occurrences de x dans l'intégrand initiale
par la nouvelle variable u. Et on calcule une primitive de la
fonction définie dans cette nouvelle variable u.

> Enfin, on remplace u par f(x) dans l'expression de la primitive
trouvée. Et on obtient une primitive de la fonction initiale.
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Exemple
On veut calculer:
J 3x%(x3 +5)%dx

On remarque que 3x? est la dérivée de x> + 5. On pose alors
u=x3+5. Et on calcule: du = 3x?dx. Et donc

j3x2(x3 +5)%dx = j (x° +u95 3x dx = b wug‘dt..

On calcule maintenant une primitive de u® pour la nouvelle varlable u
avec la regle des puissances: on ws £ oy

e
10 N
9du—u——l—C J

[ —

Il reste alors a remplacerour arriver a

3 10
f3x2(x3+5)9dx:f u9du:M+C.
u=x3+5 10

On vérifiera toujours le calcul en dérivant le membre de droite!




Techniques de recherche de primitive (suite) Intégration par changement de variable

Exemple

On va calculer

sin x cos x dx

en posant u = sin x. Alors du = cosxdx et on obtient donc:

'a
Jsm xcosxdx-j u du-[ +CJ C

\x’ s«.lx\

On a utilisé encore qu’une primitive de u* est donnée par % Ce qui
donne la résultat en remplacant u par sin(x). On a ici pensé a poser
u = f(x) = sinx car l'intégrale contient déja cosx, qui n‘est autre que
'(x).

Pour vérifier que c’est bon, comme toujours: on dérive le résultat

obtenu et on vérifie que ¢ca donne bien sin? x cos x.
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Mises en garde

Dans la méthode du changement de variables on pose u = f(x) dans
lintégrale, et on écrit du = '(x)dx.

Remarque

> Ne jamais mélanger ancienne et nouvelle variable au sein de

lintégrale ! Une fois qu’on a posé u = f(x) on remplace tous les x
par des u.
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Mises en garde

Dans la méthode du changement de variables on pose u = f(x) dans
lintégrale, et on écrit du = f’(x)dx.

Remarque

> Ne jamais mélanger ancienne et nouvelle variable au sein de
l'intégrale ! Une fois qu’on a posé u = f(x) on remplace tous les x
par des u.

» Sil'ancienne variable s’appelle x et la nouvelle s’appelle u, dx
apparaissait au début: il doit donc étre remplacé par une
occurrence de du. (En général on se débrouille pour faire
apparaitre f’(x)dx au début et le remplacer directement par du)

> Ilbelpeut(pagy avoir de du au carré, de }Qﬂ de “du ajouté a
ey
autre chose”.
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Intégration par parties (IPP)

On part de la régle de dérivation du produit:
(f()g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g"(x)
done 7/ ()g(x) =|(F(x)g(x)) - () (x)
En prenant des primitives, on trouve :

Formule d'intégration par parties (IPP)

J B dx = f(x)g(x) - j f(x)g'(x)dx| &

En pratique: quand on aura une primitive a calculer, on essayera
d’identifier f’ et g et on applique directement cette formule!

qrrom et g ocid § edidon.
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On veut calculer flcosxdx On pose alors:

‘afzua\-. — Bl =x F(X)=cosx
1—)3 “H’.,g x)=1, f(x)=sinx

de sorte que la fo ule d’IPP donne:

et donc

chosxdx:(sinx)x—J-(sinx)ldx CGK

= xsinx —(—cosx) + C ok o e
= xsinx+cosx+ C oA ikg
Pourquoi ce choix de f et g? On aurait trés bien pu poser f'(x) = x et
x) = cos x. On aurait alors obtenu
g(x) -gOO

x2 x2
{6‘)%-&&\.& jxcosxdx—?cosx—i— ?sinxdx

mais il reste alors dans le membre de droite une primitive plus difficile
a calculer que celle de départ!
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Faire une IPP en pratique

Cet exemple montre que
> le choix de f’(x) et g(x) est crucial dans une intégration par
parties, et
> siun premier essai s’est soldé par un échec, on a tout intérét a
faire un second essai en inversant les roles de f’(x) et g(x).
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Un autre exemple

On va calculer ,
jlnxdx 'I?P? M*E g"g
Pour ceci on remarque que ?

Jlnxdx:fl-lnxdx.

Ceci donne l'idée de prendre

g(x)=Inx, f'(x)=1
g/(x):%, f(X):X

Alors une IPP donne
1
jlnxdx :xlnx—J-\«;dx :XInx—dex:XInx—x—}— C

pour x € ]0, 00].
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Sur le choix de la méthode pour calculer une primitive

Remarque

> Iln'y a _ de résoudre un calcul de

primitive: l'important est d’obtenir une expression dont la dérivée
correspond a l'expression dont on part.

> |l faut souvent essayer plusieurs méthodes: intégration
immédiate d’abord, puis changement de variables, et ensuite

seulement intégration par parties, ... ?“3"‘"‘“‘“‘* Aot cak

» Pensez a toujours bien vérifier le calcul en dérivant le résultat
obtenu pour vérifier qu’on récupére bien ce qu’il faut!
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Mise en garde

Deux primitives d’'une méme fonction peuvent parfois “paraitre” trés
différentes.

On a par exemple montré au cours précédent que, Vx €] —1,1],
1

Vl—x2.

Ainsi, —arccos(x) et arcsin(x) sont deux primitives de la fonction

arcsin’(x) = —arccos’(x) =

1

, , Vi-x2'
Elles différent donc d’'une constante, mais ce n‘es pas facjle g voir!
Ly vein N\ L-l

On a vu plusieurs méthodes différentes pour calculer des primitives.
Selon la méthode utilisée la primitive trouvée aura une expression
différente.

En cas de doute, il faut toujours dériver 'expression obtenue pour
s’assurer qu’on a bien trouvé une primitive de la fonction cherchée.
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Fonctions rationnelles
%\ SP_@\.{* ,SQJ,,?JWO\-—ML#S\“‘\Q&
(180} X"k‘“‘ Gamnidiak e -
Une fonction rationnelle est une fonction du type % ou P et Q sont
des polynémes. Q% ﬂx_._me )z 4 , QL=

Un résultat surprenant est que les primitives d’une telle fonction,

cobiastos o JQ ax

sont toujours desfonctions elementalres ce qui signifie qu’on peut
en écrire une formule explicite en fonction des fonctions classiques:
fonctions puissance, exp(x), cos, sin, cosh, sinh...

Ceci se démontre grace a une technique appelée la décomposition en
fractions simples qu’on va expliquer maintenant. On ne décrira cette
méthode que lorsque P est de degré O ou 1 et Q est de degré 2.
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Fractions simples

Une fraction simple Qle degré Z)est de la forme :

a a ° ax+b
’ u ——— 5
x—c (x-c)? (x=c)2+d?

pour certaines constantes réelles a, b, c,d, avec d # 0.

Résultat
On considére une fraction rationnelle (quotient de polynémes)
P(x)  px+gq
Q(x)  rx24sx+t
pour certains constantes p,q,r,s,t avec r 0. Alors % peut toujours
s’écrire comme la somme d’un certain nombre de fractions simples.

Les fractions simples qui interviennent dépendent du nombre de
racines de Q comme on va voir dans les exemples qui suivent.
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Premier cas: Q a une racine double (A = 0)

Lorsque le discriminant de Q est nul, on peut écrire % comme

-

ol c est la racine double de Q.

Exemple

Ecrivons une décomposition en fractions simples de Xz_é—’:(ﬂ
On commence toujours par factoriser le dénominateur: ici on a
x?—=2x+1=(x-1)? et Q adonc 1 pour racine double.

Alors 3 (%=1
3x o 3x 3x—g+3
x2=2x+1 (x=1)2  (x-1)2
3x-1y, 3 _ 3 3
 (x=-1)2  (x-1)2 x-1 (x-1)2
SR fe oK
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Deuxieme cas: Q a deux racines distinctes (A > 0)

Lorsque le discriminant de Q est strictement positif, on peut écrire %

comme
P(x) a b
= +
Q(x) x-a x-c
ol c; et ¢y sont les deux racines distinctes de Q.

On cherche une decomposmon en fractions simples de . Comme

x°—1=(x-1)(x+1)
a deux racines distinctes (1 et —1), on sait qu’il existe deux nombres
réels a et b (qu'on va déterminer!) tels que
1 a b

x2—1 x—1+x+1'
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Deuxieme cas: Q a deux racines distinctes (A > 0).
Suite

Exemple A 30w~

1 a b

= L .
x2—-1 Jx-1 x+1
Pour calculer a et b on réduit le membre de droite au méme

dénominateur:

a_ b _a(x+1)+b(x—1)_(a—b)+(a+b)xy/L
x-1" x4+1 (x-1)(x+1)  (x=1)(x+1) = =n%=gq
Ceci montre donc que a et b vérifienta—b +(a+ b)x =1 Yx, et donc
\\'-
a-b=1 1+0O. %
a+b=0.
D'oﬂontirea:—b:%,etdonc
n

x2-1 2(x-1) 2x+1)T oA xea


Highlight

Highlight

Highlight
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Troisieme cas: Q n” a pas de racines rélles (A <0)

Dans ce cas, % peut toujours s’écrire comme
P _ ax+b
Q (x-c)2+d*

On cherche a obtenir une décomposition de
H"”""’T'm'—zx .
x2+2x+5

On écrit pour ca: /+4=1
X2+ 2xH5=(x+1)2-14+5=(x+1)%>+4,

ce qui donne alors

2x _ 2x
x2+2x+5 (x+1)24(2)?




Techniques de recherche de primitive (suite) Application au calcul d'intégrales

Contenu de la section

Techniques de recherche de primitive (suite)

Application au calcul d'intégrales



Techniques de recherche de primitive (suite) Application au calcul d'intégrales

Application: calcul d’intégrales

1
sz_ldx

on utilise la décomposition en fractions simples:

! dx = ( ! - ! )dx
x2-1 " J\2(x-1) 2(x+1)
1 1 1 1

“EJﬂx—ldX_E 1

1 1
= 5 Inlx=1]=SInjx+1]+C

L=t e
=Z1n

2 |x+1] CQR
Ix 1]

|x + 1]

Pour calculer

=1In
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