Fonctions réciproques

(Syllabus Chapitre IV, partie 3, et Chapitre IX partie 3.3)



Rappels

Une fonction f c’est :
» un ensemble de départ A,
» un ensemble d’arrivée B et

> une regle qui associe a chaque element x de A un unique element
de B, noté f(x).

Une fonction est donc une maniéere d’associer a tout élément x de A
un élément f(x) de B.

> f(x) estl'image de x par f.

> On dit aussi que x est un antécédent de f(x).

La notation pour une fonction f de A dans B est

‘A — B
f:d ouencoref:A —>B: x> f(x).
x> f(x)
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Injectivité, SurJ tivité, Bijectivité

Définition

Soitf: X > Y une@n‘ctm

» f est dite surjective si tout élément de Y est l'image d’au moins
un élément de X ; [#7 eY:. 3 xeX ﬁﬁ 7:3(53

> f est dite injective si deux éléments distincts de X ont des images
distinctes dans Y ; ):BVL %o e X x+# Ky => g(xn\ = K(xlq

» f est dite bijective si f est a la fois injective et surjective.

[%[Vyé\/ j\mmwe)w. ><€><(1e3 = g(x‘\—:)

[ SURJECTION IHﬂEETIDH | BIJECTION |

X—I .y

X=Df




Fonctions réciproques Définitions

Exemples avec des fonctions réelles

La fonction f : x — x? change de nature quand on change ses

ensembles de définition: ¥
Y 4 — > Sif:R— IR elle est surjective

mais non injective: car tout réel

y > 0 s’écrit comme y = x? avec

X = \Q Mais f(—x) = f(x).
ou

> Sif: IRjLeIRJr alors f est
surjective et injective, donc
bijective. Car siy € R, il existe
un unique réel x > 0 tel que
x? = y: c’est précisément VY.

» Enfinsif: R— R, elle nest rien
du tout: car les réels négatifs .
sont pas dans l'image de f et
f(—x) = f(x) pour tout x € R.
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Pour reformuler

Pour reformuler: une fonction f: A — B est /49"‘ ?Q*g
» surjective si tout élément de B est l'image d’au moins un élément
.de. A o o , / /e / /- O m-/z /
» injective si tout élément de B est l'image d’'au plus un élément de
A
» bijective si tout élément de B est l'image/d’un unique/élément de
A. CJL/QXQcé&quLU\,\

Attention, une fonction peut trés bien n'étre ni surjective ni injective
(voir le transparent précédent).
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Injectivité, surjectivité et graphe

Remarque
On peut “voir” les antécédents d'un nombre y sur le graphe de f en
tracant une droite horizontale a hauteur y : les antécédents sont les

abscisses des points d’intersection A Lo e{h [\e\ SN C QQ %RQ\.@]\U\Q&QE
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Ensemble image

Soit f: A — B une fonction. L'ensemble image de f, noté Imf ou f(A),
est 'ensemble des valeurs prises par la fonction. C'est

Im f = {f(x) tel que x € A}.

Attention, 'ensemble image est un ensemble. Pour une fonction a
valeurs réelles, par exemple, c’est une partie de IR.

Q/Q,F. 8;A—x§§ &dc ﬂeﬁ wa\ wagf;—E
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Ensemble image

Exemples:
'ensemble image de la fonction..

» F-R—>R:x— x2est RT

» f-IR—>R:xr— x> estR M>

> f:R>R:x—x°+1est]l,-

oo

» f:R—>R:x+—sinxest[-1,1].

Ve
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Le graphe de [0,2] — R : x — x° et son ensemble image X

Y

5__
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, . /R SQ/J:
Réciproque OQ K >h SR T e SR
K —> , . WA
@ ewfz_/\nk - W//Wko?""
Définition

Une fonction f: A — B est dite inversible si il existe une fonction
g: B — A telle que

eedo=8(f(x)) =x VxeA @w «o)0=f(g(y)) =y VyeB
La fonction g est appelée l'inverse ou la fonction réciproque de f, et se
note f1.

Ecrire que g(f(x)) = x (ou f(g(y)) = y) revient a dire que si on applique
f a x puis qu’on applique g a la valeur f(x) on retombe sur x: il ne s’est
rien passe.

Faites attention aux ensembles ou vivent les variables: si on calcule
g(f(x)) alors x € A, mais si on calcule f(g )) alors y € B.

9of - =R :H
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Inversible = bijective 5 "'j ——> YQN“EQ*@ o
-~ &
Résultat &

1. Une fonction est inversible(si et seulement si/c’est une bijection.

2. Sig estla réciproque de f, alors f est la réciproque de g. En
d’autres termes,

(F1) =t

Q\%O\QL gm’ox, NF-N f\Mgl \)q%gd/eg@\»\vex&\LQ\EC ?\& ANV E«AQ NS
Preuve di 1. | e 3
/

s }So:t f une fonctlon inversible d’inverse g. Alors f es
— » injective car f(x) = f(y) implique x = g(f(x)) = g(f(y)) =y.

> surjective car siz € B, alors g(z) est un antécédent de z. Car

S
Donc f est bijective. Réc:ch—)_quement, si f est bijective, alors]—p\our tout
z € B il existe un (surjectivité) unique (injectivité) antécédent par f, et
on appelle cet antécédent g(z_)_.Jw e \J(A&ee > AR\
0

4Pk
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Lé%r_g et \k&(’dwe \F& L XFY >&(x\’+&(7\ ¢ é@:\u\f@&i gcxv&(\p—% x—)/
Graphe de la reuproque “Conknopere™
Le résultat précédent (bijective = inversible = d réciproque) montre
qu’une fonction f: A — B est inversible si et seulement si pour tout

y € B, il existe un et un seul x € A tel que y = f(x).
C’est cette valeur de x qui est notée f~!(y). Ou encore:

lorsque f est inversible, y=f(x) & x="f *(y).

Sif: A — B est bijective, alors le graphe de sa réciproque fF1:B>A
peut s’obtenir en prenant l'image du graphe de f par une symétrie
d axe x —X Autrement dit, en échangeant les valeurs de x et y.

Gwr@w@ > (x, de) PEN (§o0, %) € Graghe b}
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Une mise en garde

Attention a ne pas confondre f‘l(x) (la fonction réciproque appliquée
en x) avec (f(x))™! := 1/f(x) qui est l'inverse de f(x)!

Dans le premier cas il s’agit d'une fonction qu’on applique a un point,
dans le deuxieme c’est l'inverse d'un nombre réel (l'image).
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Une mise en garde

On note Ry = IR\{0}. Par exemple, les fonctions

1
f:IRgp >Rg:x—x et g:Rg—>Rg:xH— —
X

vérifient (f(x))™* = ﬁ = g(x) pour tout x € Rp.

Par contre vous pouvez vérifier que f~! = f et g_l = g. La fonction g
n‘est donc pas la réciproque de f! %

d

S = =




Fonctions réciproques Logarithme et exponentielle

Contenu de la section

Fonctions réciproques

Logarithme et exponentielle
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Exemple: logarithme et exponentielle

Rappel: si x € IR on peut toujours considérer e* qui est un nombre réel
strictement positif.
Siy >0, Iny (logarithme népérien) désigne 'unique nombre réel tel
que

e"y) =y,
En d’autres termes, Iny est l'unique antécédent de y pour la fonction
exponentielle x — e”*.

Ceci montre que la fonction exponentielle R —]0, +oo|, x > exp(x) est
inversible et que la fonction In est sa réciproque. Ou encore:
VxelR,Vy >0

exp(x) =y < x=In(y).
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Exemple: logarithme et exponentielle (suite)

\]‘:— <

On rappelle les limites de |In et exp:
lim In(x) = = , im In(x) = ,
limIn(x)==e0 ,  lim In(x)= +oco

lim exp(x)=0 , |lim exp(x)= +oo.

X —>E00 X—>—+00
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Nous avons vu les fonctions sin, cos et tan dans le cours de
trigonomeétrie.

Si on regarde les fonctions sin: IR — IR et cos : R — IR ces fonctions ne
sont jamais bijectives.
Par exemple car sin(0) = sin(27) = 0 et cos(0) = cos(21m) = 1.

— =S L\,\A' —> F&j %"Q
Nous allons maintenant voir que si on se limite au départ a des
valeurs plus restreintes en x, ces fonctions deviennent inversibles.
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ek 1932041&\% ~—

Réciproque de sin: afcsmus

TC TT

Fonctions trigonométriques réciproques

p&

La fonction sin : [— > 2] > [-1, 1] posséde une récip notée
. T T
arcsin : [-1,1] — [——, —
2 2
\y — <.
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Attention: Il est faux de dire que “sin : R — [-1, 1] admet une fonction
réciproque”!

La fonction sin admet une réciproque seulement sur un intervalle ou
elle est inversible, c’est-a-dire sur un intervalle ou tout élément de
'image a exactement un antécédent. [-3, 5] est un tel intervalle.

A

N

1
N

Figure: Graphes de sin (en vert) et arcsin (en rouge)

De la méme maniére: la fonction sin n'est pas bijective (= inversible)
sur [—70, 7t



Fonctions réciproques Fonctions trigonométriques réciproques

Réciproque de cos: arccosinus
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Figure: Graphes de cos (bleu) et arccos (rouge)
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Réciproque de cos: Arccosinus

La réciproque de cos : [0, 1] — [-1, 1] est
arccos : [-1,1] — [0, 7]
Car cos est bijective de [0, 1t| sur [-1, 1].
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Figure: Graphes de cos (bleu) et arccos (rouge)
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| a fonction tan

Rappelons la définition donnée dans le cours de trigonométrie:
sin(x)

tan(x) = cos(x)’ .

Cette définition a du sens tant que'\cos(x) Q) c’est-a-dire tant que
C€: x # 5 + k7 pour un certain entier k € Z.

La fonction tan est donc bien définie et continue sur tout intervalle de

la forme | - 5 + k1, 5 + kT

Comme tan est en plus Tt-périodique, il suffit de l"étudier sur | - 3, 5.
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. a fonction tan
T X
3" _2— ) _EY

Comme lim,_,_x cos(x) = 0" et lim,_,x cos(x) =0 et que

X>—5 X<3
sin(5) = 1 etsin(—5) = -1 les régles sur les limites donnent:
lim tan(x) =T et lim tan(x) = 1 = yos
X——5 C)*‘ x—5 N
X>—3 X<%
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Réciproque de tan: arctangente

T( TI [ ° ° V4 °
tan ]_E’ 5[ — |—00, co[ est une bijection. Sa fonction réciproque est
alors notée
. ] [ ] TC 71[
arctg : |[-o0o,00[ = [—=, =
2 2
N =X
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Figure: Graphes de tan (vert) et arctg (rouge)

On peut aussi définir la réciproque de cotg : |0, t[ — |—o0, 0.
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Continuité des fonctions réciproques

Résultat
Soit f une fonction réelle bijective définie sur un intervalle. Si f est
continue en a, alors sa réciproque est continue en f(a).

Attention, ca HCHNERENEIRIEE si f n'est pas définie sur un intervalle!
" Par exemple si f est définie sur NCIROHEIEREIE:

En particulier les fonctions arcsin, arccos et arctg sont continues sur
leur domaine de définition.




