Chapitre 3: Géométrie analytique
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Repéres orthonormés et points
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Repére de la droite

Définition
Un repére de la droite est un choix de deux points : une origine
O, et un point e; a distance 1 de 0.

Qe O
D
Al
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Repére orthonormé du plan

Définition

Un repére orthonormé ou cartésien
du plan est la donnée de trois points :
O (lI'origine),e; et e, tels que

0 & » ¢ et & sont A distance 1 de O
» les droites Oe; (axe des abscisses)

et Oe, (axe des ordonnées)
y forment un angle droit.
p

Les points p du plan <— les couples (x,y) ou x,y € R.
Le plan +— R?
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Repére orthonormé de 1’espace

Définition

Un repére orthonormé
ou cartésien de I'espace
T est la donnée de quatre
points : une origine O et
trois points e1, e et e3,
tels que

LS}

€3

» les e; sont a distance
1de O

» les droites Oe; sont
orthogonales entre
elles.

Points p de I'espace  «— les triples (x,y,z) ot x,y,z € R.
L'espace +— R3= RxRx

\“gf;ql tonk@sien. .
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Orientation d’un repére dans 1’espace
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Espace n-dimensionnel

Définition
Soit p un point du plan ou de I'espace. Les entrées du couple (x, y)

ou du triple (x,y, z) correspondant a p sont appelés les
coordonnées cartésiennes de p.

Définition
L'espace réel n-dimensionnel est |'ensemble de points de la forme
(p1,...,pn) ot p; € R. Il est dénoté par R".

v
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Vecteurs
Vecteurs libres et liés
Normes et distances
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Vecteurs (libres)

Définition

Un vecteur (libre) est un élément de R".

Remarque (Points = vecteurs ?7?)

Un élément de R"” modélise a la fois un point et un vecteur.

Formellement et pratiquement, les points et les vecteurs sont
interchangeables

La différence est dans |'idée qu'on s’en fait

Le point représente un état, une position tandis que le vecteur
représente un mouvement, une évolution.

Cette différence s'articule dans les contextes d'application et dans
le vocabulaire utilisé.
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Le vecteur “Nord-Ouest”

/eIf \ |

o plact

(c;2) \ ek @ wectewn
a‘.g.‘&,a.t \k No.
o o YO e [&D
s Vesposn i\ Comal <. vedka,
C ) b}
\\ "o Clen,ay
~ ok da dase.
Exemple f_euM M?‘Mh&w

Le vecteur (—1,1) de R?'indique une translation dans la direction

“Nord-Ouest” sur le plan.

|
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Composantes vs coordonnées

Définition

Soit x = (x1,...,%s) € R". Si x est vu comme un point, les x;'s
sont appelés des coordonnées (cartésiennes) du point. Si x est vu
comme U4 vecteur les x;'s les composantes du vecteur.

Comgosante d 'uan vecteun v

PR CAR N

\l‘-'(sln-, ,.,,)-Vh\ 4&’. \I.'_ = X "'){ .

)g (70' -"57'.‘\
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Vecteur lié

Définition
Un vecteur lié est donné par
1. un vecteur (libre) v de R”

2. un point p de R" appelé le point-base ou I'origine du vecteur
lié.

On dessine tel vecteur en placant le début de la fléche représentant
le vecteur v au point p. Si q est le point qui se trouve sur la fin de
la fleche, le vecteur libre est dénoté par ﬁ

/’\
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Vecteurs liés équipollents

S
\
2

Définition ( A
Deux vecteurs liés sont dits équipollents s'ils ont le méme vecteu
sous-jacent.
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Par défaut, on représentera un vecteur libre comme la fléche liée a
I'origine.
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Norme}d’un vecteur
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Norme d’un vecteur

Définition

La longueur ou norme d'un vecteur v = (vq, ..

donnée par

IVl s= g o v

., Vn) € R" est

17/82



Distance entre deux points

QX
P

Définition

Soient p, g deux points de R". Alors la distance entre p et g est
alors définie comme étant ||pd|| : la norme du vecteur liant p a q.

Remarque (Formule pour la distance entre deux points)

Sip=(p1,...,pn) et g =(q1,...,qn) alors
-

)2 ~ o2 sen AP T,

\/(ql pl) + + (qn pn) : 'f( J’\sp‘l
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Opérations de base
Centre de gravité
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Opérations de base

)
0“ .
e e i~
Définition 7
Si x et y sont des éléments de R" et@e R, on définit
(X1, Xn) + (V1,5 yn) = (A +y1, .- X0 + Ya)

(Xl”"’Xn) - (}/17'-‘7)/n) = (Xl —}’Ia-‘-aXn_}’n)
A(X1, -y xn) = (Ax, .oy AXp)-

SN

QMQE

3%

neSEiicabion. gor. s calaing.

20/82



Interprétation géométrique de la somme

gngn QV&&M

| A *\A&( Q ‘o W A .
) 74 Q % =
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g J)\AM .
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vedkeun . " e on dhtiendt v won
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Interprétation géométrique de la différence entre deux
points

q q-p p
P
3
q-p O
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Interprétation géométrique de la multiplication par un

réel Les veckens vek Av WOLW
b,,{}.wl Finsction .

. QN

£

:
3
£
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Vecteur nul

Définition
L'élément particulier (0,0,...,0) se note-a et est appelé vecteur
nul.

Quel que soit le vecteur x € R”, nous avons

x+?:6+x:x

—
&"—' oelR ) N veckouw x€R™: O.x=0
} vecktun,
w&\ndﬁm :
&“ﬁ’e‘\kadbw~;
. Souseuk, &-fkf&ae& ootz wo & vecken wadl
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Vecteurs de base de R3

Considérons
e = (17 0, 0) e = (O7 1, 0) e = (07 0, 1).

Avec I'origine, ces points forment donc un repére orthonormé de R3
Alors tout vecteur x = (x1, x2, x3) de R3 peut s'écrire comme

X = x1€e1 + x2€e + x3€3
= x,.(1,0,0) ¢ x,.(0,1, 0\ X (0,0,7)
= (%,0,9+ (0, x,,9 +(3,0,%2)

= (%, to+0, 0% X, 0, DYO+X3)

ey ()(4."1.:){3\'
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Centre de gravité
"@—-»——-'&'L’ ?ai

Le milieu d'un segment d'un point a jusqu'a un' b est donné par :

1- 1 1
a+-ab=a+_-(b—a)=-(a+b)
2_J 2 2
@l ,‘.Q;g{um*eh»h.
Définition
Si on considére des points Pq,..., P, dans R”, leur milieu ou

centre de gravité est :
1 E P.. e— C/aeh Lo an UAWR
k } e U
i W.wk

s poudt B H.
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Centre de gravité
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Autres systémes de coordonnées
Coordonnées polaires
Coordonnées cylindriques x

Coordonnées sphériques [

*R
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Systémes de coordonnées

Jusqu'a présent

points de R” <+ tuples de nombres réels représentant les
projections paralléles dans un repére or-
thonormé

s existent des autres moyens de fixer/décrire des points dans le
plan ou I'espace
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Coordonnées polaires

(dous @ plos) ,

Définition
Soit p un point du plan. Ses coordonnées polaires sont donnés
par un couple (r,@) ou
» r est le rayon : la distance entre O et P. On a donc que
reRt;
» @ est angle polaire : I'angle orienté entre la demi-droite fixée

et la demi-droite issue de O et passant par p. On peut donc
prendre @ ¢ [0, 2]
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Coordonnées polaires et cartésiennes

y = rsin(0)

On a que
x = rcos(6) r=+/x2+y2 ddtanee & O,
y = rsin(0) 0= ankour (J;\
espodonie biu W4P€mz
(%, e (r,0) conesy vy K60



Coordonnées cylindriques

Définition
z Soit p un point de
|'espace. Ses coordonnées
' eS’te cylindriques sont données
/I 0.08 par un triple (p, ¢, z) ol

o, >\ J,,.(C ? 1. p est la distance entre
5 p' et O.

2. z est la hauteur

3. ¢ est I'azimut
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Coordonnées cylindriques et cartésiennes

(X Y )}) —> (("

Si p est un point de coordonnées cylindriques (p, ¢, Zy1) et de
coordonnées cartésiennes (x, v, zcart) alors on a

e e
y = psin(9) Yo 3=o.

Zcart = Zeyl

33/82



Coordonnées sphériques

Définition

Soit p un point de
I'espace. Ses coordonnées
sphériques sont données
par un triple (r, ¢,0) ou

Q. r est le rayon : la
dlstanigaf{&p it 'O.

2. 0 estll'angle polaire

3. ¢ est I’azirqut
:\"Aa- gxi o el Sun Un. | Qr\s&
Remarque ~> beloivide R ¥ pova Se Angran wn '

On prend ¢ € [0,27[ et 0 € [O,ﬂ.
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Coordonnées sphériques et coordonnées cartésiennes

(%Y., 3) &> ('L,¢ o) W%Mu L\u\«.hﬂ)&
pon b \*ém \4 (0,9,9)Y

Si p est un point de coordonnées sphériques (r, ¢,0) et de
coordonnées cartésiennes (x, y, z) alors on a

x = rsin(6) cos(o) Y= Vx> +y2+2z2
y = rsin(0)sin(¢)
z = rcos(f)
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Produit scalaire ?& wﬁx&whm ‘-»\w_xngnm&
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Définition du produit scalaire
<\"\l’>

JM Mﬁkok.. .

Définition /

Le produit scalaire entre deux vecteurs v et w de R" est donné
par
V-w =viwy + -+ v,,w,,éR

A\t e ﬁ.wdw%

Exemple

Dans R3, le produit scalaire entre les vecteurs (1, —2,3) et
(2,—2,0) est donné par :

(1,-2,3)-(2,-2,0) =1-2+(—2) - (-2) +3-0 =6.
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Propriétés de base du produit scalaire

Proposition
Pour tous vecteurs a,a’,b € R" et \, u € R, le produit scalaire
vérifie les propriétés suivantes :

1. M\a+pad’)-b=Xa-b+pa b (linéaire a gauche)

2. a-b = b-a (symétrique)

>

3. a-a>0etdeplus, a-a =0 <= a=0 (défini positif).
elkte o fqallits daveckews
Epd 3

Remarque

Linéaire a gauche + symétrique = linéaire a droite.
Le produit scalaire est bilinéaire

38/82



Produit scalaire et norme

Proposition
Soit v = (v1,...,v,) € R”, alors

vl =Vv-v=yvi+-tvi.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tout a, b de R", on a

|a- b| < ||all||b]|

Preuve.
Considérons la quantité (a + tb) - (a + tb)

Rgr,\,l'_ee ‘JMS tand .
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Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition

La norme ||-|| : R” — R vérifie les propriétés suivantes :
> |la]| =0 < a=0; gy
> [[Aall = [Alllal; ]

> |la+ b|| < | a|| + ||b]| (inégalité triangulaire). b

Preuve.

RL‘*JWE < EQ,.s’cm\el

ii‘”f“Q:'q30V’€i ! L,V Vs V ekws(u, Yy, W)

el rcoliovnn VoW = Vb, 4V, W, + VoWl
Ut ovee B Y\ V)2 = vV
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Produit scalaire et angles entre vecteurs

Proposition >
N~

Si v et w sont des vecteurs de R2, alors
v-w = |v]|[lw] cos(9)

ol # est I'angle formé par les vecteurs v et w.

Preuve. Eﬁ‘%b‘\téo )
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Angle entre vecteurs de R”"

W

Soient v, w € R". Alors I'angle entre ces deux vecteurs est défini
comme étant |'unique 0 € [0, ] tel que

Définition

V- -w
<os(0) = Ty wl

Remarque

Le produit scalaire entre deux vecteurs non-nuls s’annule si et
seulement si les vecteurs sont orthogonaux.




Produit scalaire et projection orthogonales

Proposition Jp”\‘
Si v et w sont deux vecteurs de R”", alors Nﬁ;‘&—
v- w
w' =
v-v

est le projeté ou projection orthogonale de w sur la droite
engendrée par v.
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Preuve.

RenoXée
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Corollaire

Si v et w sont deux vecteurs, leur produit scalaire est donné par :

vow = [v]|w]|

ot w’ est le projeté de w sur v.

v Wz Wy c’"‘(-e}




Produit vectoriel
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Définition du produit vectoriel

Produit de vecteurs dans I'espace R3 Javk Q«..wlk.l: tﬁf\m
veckem da “K
Deflnltclon l’u"b\

Siabe R3 on définit leur produit vectoriel

( ‘l! >a>< b= (agbg—a3b2,33b1—alb3,alb2—a2b1).

Exemple

On a ’;‘ ;;(“’ k‘/L\,s

(1’0’1) X (07*2)5
=(0.4-4.(-2), V1O -A.1 ,12.(-9-0.0)
= (2,-1,-2).
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Propriétés du produit vectoriel

. \\ PR
Proposition \\..7' w LW

Le produit vectoriel vérifie les identités suivantes\\pour tous
a,bcR3: o R

» axblaetaxb.lb; -7

> |lax b|>+|a-b|* = Ha||2HbW b

> |la x b|| = ||al|||b]| sin@ ou € est I'angle formé par les vecteurs
aeth.;

» ax b= —b x a (anti-symétrique) ;

» (aa+ Sb) x ¢ = aa x ¢+ b x ¢ pour tout o, f € R et
( a,b,c e R3

‘})b o.x(fSL+Yc\‘:\30.x(>+X°~XC -*J-‘\X(‘Rd 3

q, c€
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L . , 7z, . .
VJ/W@{IM orientés uf;w.,‘:m. dus S ds o L .
Définition
Un triédre orienté est la donnée d'une séquence de trois vecteurs
u, v, w, tous issus d'un méme point p. L'ordre a ici son importance.

W\
yeCi
Un tiédre orienté
u,v,w
d'orientation positif W
-C .
droit
>
le kn.(m 'k'w@u&vuq. owvet
G vionih guudle does Sourutoakion
%ﬂ.ﬁ\\lg 51/82



Vz.iédres orientés et produit vectoriel

Proposition

Le triedre formé de vecteurs v, w et v X w est un triédre droit.
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Equations o *
Droites dans le plan
Plans dans |'espace VWV o L
Droites dans I'espace \x
Cercles s
Cylindres
Sphéres
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Equations cartésiennes

Définition

Equations cartésiennes : conditions sur les coordonnées

cartésiennes d'un point : (x, y) du plan ou (x,y, z) de |'espace.

Lorsque le point vérifie les équations, il est dans I'ensemble ; sinon il

n'y est pas.

v

Exemples

x = 1 est I'équation d'une droite dans le plan—=> = 3(" y\l)e%
x = 1 est I'équation d'un plan dans I'espace = S—f(’l y,;\\\,,;dﬁ

x = 16>l
[- sont les équations d'une droite dans |'espace

—26_)

o sok|ddost Gt X g
g%hm )Qje'um&m&&

o
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Equations paramétriques

Définition

Les équations paramétriques décrivent explicitement chacun des
points de I'ensemble en fonction de certains paramétres (qui
peuvent varier).

1
Exemple /,.,\"t’,;' =) 7

x = cos(t)
y = sin(t)
pour t € [0, 2] décrit un cercle de rayon 4 dans le plan.

Les équations
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Droites
Une droite est fixée par deux points. M

Définition

Un vecteur directeur d'une droite (ou un plan) est tout vecteur
qui est la différence entre deux points (différents) de la droite (ou
du plan). Un vecteur normal est un vecteur perpendiculaire 3 tout
vecteur directeur.

56 /82



Droites

. : -
Une droite contenant p et de vecteur directeur v

-
p+tvtelquet eR
{4 N }
Dans le plan : 9 € .
-
Proposition < v
~
Une droite passant par (p1, pzs et de vecteur directeur (u, v) est
I'ensemble de (x, y) € R? satisfaisant les équations paramétriques

7 {X = p1 + tu > (X 7)._(?‘"?\'\' t‘.\h;\l)

y=p2ttv q= ?,,tv

pour une certaine valeur du paramétre t € R.
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Droites dans le plan: paramétriques — cartésienne
-

(&Y
ﬂg ?* g("'7\

._ql_‘- 1 -

Exemple N

. . : , "
Si on considére la droite de vecteur directeur (1, —1) passant par
‘0, 2), ses équations paramétriques sont données par

v = O+ba _ Cx=t -
{yz Qv (A g7=a't'

Alors on a que(t = x et t = 2 — y)L'équation cartésienne de la
droite est donné par x. =2 — y, ou encore x + y = 2.
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Droites dans le plan: équation cartésienne
N~
2

Considérons une droite D 1 (‘x 3
» passant par p = (p1, p2) P T
» de vecteur normal n = («, 3) -ﬁ 1w
1: (x,y) € D si et seulement si o
M. f1'=
n.(’_p)zo ﬁ:("?ﬂ"’-f)

& alx—p1)+By—p2)=0

Proposition

La droite de R? de vecteur normal («, 3), passant par (py, p2) a
comme équation cartésienne

a(x —p1) + By —p2) =0
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Droites dans le plan: équation cartésienne
Corollaire

Soient «, 5 € R tels que (o, 8) # (0,0). Alors I'ensemble des
points (x, y) satisfaisant |I'équation

ax+ By =9

est une droite de vecteur normal («, 3).

Preuve.
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Droites dans le plan: équation cartésienne et paramétrique

oy 2TV e
(> ~) . (™ - <:7

‘(u, v) vecteur directeur < (v, —u) vecteur normal‘

Proposition

Soit D la droite de vecteur directeur (u, v), passant par le point
(p1, p2). Alors D a comme équation cartésienne

v(x = p1) —u(y — p2) =0.
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Plans dans 1’espace: équations paramétriques

Un plan dans 'espace a

deux directions. Un plan n
passant par p et de

vecteurs directeurs u et v

{p+u—+pvtelque \,p e R}

avec la condition que v et
AL ne soient pas multiple Q‘ L

['un de I'autre. : ! .s
0]
2t %e""‘"
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Plans dans 1’espace: équations paramétriques
7,}) ‘_t\,,+sv \t,s <R\ ﬁ““"
_ x, i*
L ! \ ( ‘,“3)
J?t&;‘ (o™
Les équations paramétriques sont explicitement données par
X =p1+tu +sv;

Yy = p2 + tup + sv
Z = p3+ tuz + sv3

ol t,s € R sont les deux paramétres de ces équations
paramétriques (en d'autres termes : lorsqu'ils varient dans R, ils
permettent de décrire tous les points du plan considéré).
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Plans dans 1’espace: paramétriques — cartésienne

U~

¢
E=x <-————-1fx=0+t. &+ S.
gs=y e+ 73O Lo\ s.

‘i-—--Q.\_,U\-); 1S J-:- + t\)*S.

Exemple

f%ﬂé ?sw\v» ‘Qauz 1 ih, QOu&igiwkk-
ke

: A £ con betiemas
g ’7&?: ﬂw@.\:wd(o.&l 'A-J
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Plans dans 1’espace: équation cartésienne Rb
Pl N
o~ R\-

E un plan wtvﬁ:}\
L
> passant par p = (p1, p2, p3) b ™
» de vecteur normal n = (o, 3,7) E

r =(x,y,z) € E si et seulement si R‘\.F%-:o
r-pln a(x= )+ B Ly-p> ~‘l(3-‘c,\=°

< ax+fy+yz=api+P8p2+p3. &€

Proposition

Le plan de R3 de vecteur normal (a, 3,7), passant par (py, p2, p3)
a comme équation cartésienne

a(x —p1) + By —p2) +7(z—p3) =0
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Plans dans 1’espace: équation cartésienne

Corollaire

Soient «, 3,7, 6 € R tels que (o, 8,7) # (0,0,0). Alors I'ensemble
des points (x, y, z) satisfaisant |'équation

ax+ By +yz=24

est un plan de vecteur normal (a, 3, 7).
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Plans dans 1’espace: équation cartésienne et paramétriques

[ =/

&w".q

Si u et v sont des vecteurs directeurs d'un plan, alors, u x v est un
vecteur normal a au plan.

Proposition

Soit P le plan de vecteurs directeurs u et v passant par p. Alors D
a comme équation cartésienne
(.u X V) - ((x,y,z) —-p)=0

(%88) % & o ploun
TN £un O s \4n~a&pe~AL‘~k'
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Droites dans 1’espace

P -
:'\//y -
=< =( N
o i:, '.\ * Yy
('q\ub)

Dans I'espace R3, les équations paramétriques (de paramétre t)
sont données par
> X =p1+tu
*t\\ (..Q Yy =pr+tv a.vec t'em

ﬂs? zZ = p3+ tw.
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Droites dans 1’espace: paramétriques — cartésiennes

Exemple

Considérons la droite de vecteur directeur (1, —1,-“]) et passant
EEEE——

par (1,0,—-2) :

x =1+t éq

pour t € R. Alors on a
équivalent au systéme

{—y=2+'l ‘

Ce sont des équations cartésiennes de la droite.

Une droite dans |'espace est |'intersection de deux plans.
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Droites dans 1’espace: paramétriques — cartésiennes

Si (u, v, w) est vecteur directeur d'une droite, alors (v, —u,0) et

(0, w, —v) sont deux vecteurs perpendiculaires. (infinité de choix
possibles)

— équations cartésiennes de la droite de vecteur directeur (u, v, w)
passant par (p1, p2, p3) :

{V(X—m)— uly —p2) =0

w(y — p2) — v(z — p3) = 0.
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o 3. -~ k L X&
Parallélisme Dows R ha Tt YQ.\— «,1,X) vebew“'m’“'n

Z e | — divmake Qicke
gﬂc"&'& 4—‘ :Wfdrlv.-hz .

Deux droites de R", de vecteurs directeurs v et w respectivement,
sont dites paralléles s'il existe A € R tel que v = Aw.

/
Définition —‘<) /

Deux plans

Définition

ax+ Py +yz=19
et
Oé/X+/6,y+')//Z:5/

sont dites paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont
multiples I'un de I'autre. C'est-a-dire, il existe un t € R tel que

(o, B,7) = t(a, B',7).
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Cercles
Deus R2:

Définition

oy

Un cercle est I'ensemble des
donnée d'un centre.

an a distance (rayon)

La distance entre deux points p = (p1, p2) et @ = (g1, g2) est
donnée par

Nyah = \/(Pl — @)’ + (P2 — 2)%
Le cercle centré en (xo, yo) de rayon r du plan est défini par
|'équation V-0 G-y =k
(x = x0)* + (y — y0)? = r?
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Cercles

(xo 2o )

Les équations paramétriques :

x = xp + rcos(t)
y = Yo+ rsin(t)

ou t est le paramétre. Ici t € R ou, plus simplement, t € [0, 27|
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Cylindres . euaCuara ennoivke
3 oy Rren .
MS 7& C ey B

L'équation cartésienne d'un cylindre dans |'espace ayant comme axe
un paralléle 3 I'axe z et passant par (xo, yo,0), de rayon R :

(x = x0)* + (v —%)* = R?
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Sphéres

L'équation cartésienne d'une{;bhére centrée en (xo, Yo, 20) de rayon

Iil:

T @ ke PP dithanen Rk Grood.
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Interprétations géométriques
Angles
Distances
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Angles

Définition
L'angle entre deux droites est donné par I'angle entre leurs vecteurs
directeurs. [ = v/ )
ye
Wi hwy
Remarque

Dans le plan, on peut également utiliser les vecteurs normaux.

Définition
L'angle entre deux plans de |'espace est donné par I'angle entre
leurs vecteurs normaux.

Définition
L'angle entre une droite et un plan de |'espace est donné par I'angle
entre cette droite et sa projectiowthogonale sur le plan.

L= o,

v
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Angles, parallélisme et orthogonalité

Remarque

Deux droites/plans sont alors paralléles, si I'angle entre eux vaut 0
et perpendiculaires si I'angle vaut 5.
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Distances

L3

Nous savons que la distance entre deux points p et g est la norme
llg — p||. Notons d(p, q) cette quantité.

Définition

La distance entre deux sous ensembles E, F C R" est donnée par

min{ d(p, q) tel que p€ E,q € F }.

C'est donc la plus petite distance possible entre deux points
quelconques de ces ensembles. Elle peut étre nulle, par exemple si

E N F n’est pas vide.
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Distance entre point et droite
Proposition

Considérons un point p et une droite d, passant par g et de vecteur
directeur v. Alors le point sur d de distance minimale & p est donné
par la projection paralléle de p sur d,

pP—q)-v
y g P9
[Iv]]

Donc la distance entre p et d est

IIPPH—\/IIq Pl — Ue—a)-v)

Iv]]?

\,wm d
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Preuve.
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Distance entre point et plan

Proposition

La distance entre le point p et le plan de vecteur normal w passant
par g est donnée par

Preuve.

RLavagkih
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